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UN R�ESULTAT D�EXISTENCE EN OPTIMISATION

DE FORME EN UTILISANT UNE PROPRI�ET�E

G�EOM�ETRIQUE DE LA NORMALE

M� BARKATOU ET A� HENROT

R�esum�e� Dans cet article nous prouvons un nouveau r�esultat d�exis�

tence pour une classe de probl�emes d�optimisation de forme assez g�e�
n�erale� Les ouverts que nous consid�erons poss�edent une contrainte de

nature g�eom�etrique sur la normale int�erieure� Ce travail est motiv�e

par la formulation variationnelle d�un probl�eme �a fronti�ere libre dont

la solution poss�ede cette propri�et�e g�eom�etrique�

�� Introduction

Les probl�emes d�optimisation de forme� o�u il s�agit de trouver un ouvert de
RN� par exemple� qui minimise un crit�ere donn�e ont �et�e beaucoup �etudi�es�
en particulier en France� ces derni�eres ann�ees �voir par exemple le livre de
O� Pironneau �	
��� La question de l�existence d�une solution est souvent
une question d�elicate et� dans la plupart des cas� il appara
�t n�ecessaire de
mettre des contraintes sur la classe d�ouverts consid�er�es a�n de pouvoir
prouver l�existence d�un minimum en un sens classique� Citons dans cet es�
prit� le travail pionnier de D� Chenais ��� o�u on travaille avec des ouverts qui
poss�edent tous la propri�et�e du ��c
one� c�est��a�dire qu�ils ont une r�egularit�e
lipschitzienne uniforme� D�autres auteurs� comme D� Bucur et J�P� Zolesio
plus r�ecemment ��� ont a�aibli cette hypoth�ese de r�egularit�e uniforme en la
rempla�cant par une hypoth�ese sur la capacit�e des points du bord de type
Wiener� Dans un joli papier de 	��� �	��� V� �Sverak a montr�e qu�en di�
mension deux� on pouvait obtenir des r�esultats d�existence �a condition de se
placer dans la classe des ouverts dont le compl�ementaire a au plus m com�
posantes connexes �o�u m est un entier �x�e�� En�n� il est �egalement possible
de prouver des r�esultats d�existence sous des contraintes de type p�erim�etre
born�e� voir par exemple �
��

Dans cet article on se propose de prouver l�existence d�une solution pour
une large classe de probl�emes d�optimisation de forme sous des contraintes
de nature g�eom�etrique portant sur la normale int�erieure au bord de l�ouvert
�nous travaillerons avec des ouverts lipschitziens� donc dont le bord poss�ede
une normale presque partout�� Plus pr�ecis�ement� on va se donner un con�
vexe compact C et nous dirons qu�un ouvert � dont l�adh�erence contient C
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��� M� BARKATOU ET A� HENROT

poss�ede la propri�et�e g�eom�etrique de la normale relativement �a C �not�ee en
abr�eg�e C�PGN� si la normale int�erieure en tout point de �� rencontre C�
On prouvera alors� dans la section �� que la classe des ouverts � poss�edant
la C�PGN est compacte pour la topologie de Hausdor� et ensuite� dans la
section �� que l�application � �� u� � o�u u� est la solution du probl�eme de
Dirichlet suivant �

�P �

�
��u � f dans �

u � � sur ��

avec f � L��RN�� est continue pour la topologie de Hausdor��

On en d�eduira un r�esultat d�existence pour un probl�eme d�optimisation
de forme classique�

L�id�ee d�utiliser une contrainte portant sur la normale int�erieure comme
la C�PGN n�a rien de gratuit et est directement inspir�ee de r�esultats de
H� Shahgholian concernant le probl�eme des surfaces de quadrature �ou pro�
bl�eme de type Bernoulli� qui est le probl�eme �a fronti�ere libre suivant� On
se donne une fonction f � L��RN� telle que support�f� � C et on consi�
d�ere le probl�eme � trouver un ouvert � contenant C et tel que le probl�eme
surd�etermin�e

�FL�

���������
��u � f dans �

u � � sur ��

jruj � cst � k sur ��

poss�ede une solution� H� Shahgholian a montr�e dans �	�� que si � est une
solution r�eguli�ere du probl�eme �FL� alors � v�eri�e la propri�et�e g�eom�etrique
de la normale relativement �a C� Comme� par ailleurs� le probl�eme �FL� peut

etre classiquement r�esolu en minimisant la fonctionnelle

J��� � �
	

�

Z
�

jru�x�j�dx� k�vol���

��FL� appara
�t comme l��equation d�Euler� en utilisant la d�erivation par rap�
port au domaine� du probl�eme de minimisation� cf� section 
�� l�id�ee de
minimiser J sur la classe des ouverts poss�edant la C�PGN appara
�t comme
tout �a fait naturelle pour r�esoudre le probl�eme �FL��

�� D�efinitions et r�esultats pr�eliminaires

Soit D une boule ouverte de RN et C un convexe compact inclus dans D�
Tous les ouverts � avec lesquels nous allons travailler seront connexes� inclus
dans D et seront tels que C �  �� Pour tout point x du bord d�un ouvert ��
on notera ��x� le vecteur normal int�erieur �a �� �s�il existe� et on introduit
N� � fx � �� � ��x� existeg� En�n D�x� ��x�� d�esignera la demi�droite
issue de x et de vecteur directeur ��x��
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UN R�ESULTAT D�EXISTENCE EN OPTIMISATION DE FORME ���

D�efinition ���� On dit qu�un ouvert � v�eri�e la propri�et�e g�eom�etrique de
la normale relativement �a C �ou� plus bri�evement poss�ede la C�PGN� si ����

�� n C est lipschitzien

�x � N� nC D�x� ��x��� C �� 	�

Rappelons maintenant di��erentes notions classiques de convergence sur
les ouverts de RN� qui vont nous 
etre utiles pour la suite� Tout d�abord� la
convergence au sens de Hausdor� �

D�efinition ���� Soient K�� K� deux compacts de D� On appelle distance
de Hausdor� de K� et K� et on note dH�K�� K�� le nombre positif suivant �

dH�K�� K�� � max���K�� K��� ��K�� K���

o�u ��Ki� Kj� � max
x�Ki

d�x�Kj� i� j � 	� � et d�x�Kj� � min
y�Kj

jx � yj o�u j�j

d�esigne la norme euclidienne dans RN �

D�efinition ���� Soit �n une suite d�ouverts de D et � � D� soit Kn et K
leurs compl�ementaires dans D� On dit que �n converge au sens de Hausdor�
vers � et on note H� lim

n��
�n � � si �

lim
n��

dH�Kn� K� � ��

La notion de convergence qui suit est moins classique� mais elle est tr�es
utile pour les questions de continuit�e par rapport au domaine de la solution
de probl�emes elliptiques �voir par exemple �	�� ou �	����

D�efinition ���� Soit �n une suite d�ouverts de D et � � D� On dit que
�n converge au sens des compacts vers � et on note K� lim

n��
�n � � si �

�i� Pour tout compact K inclus dans �� on a K � �n �a partir d�un certain
rang !

�ii� Pour tout compact L inclus dans �
c
�l�ext�erieur de ��� on a L � �n

c

�a partir d�un certain rang�

Rassemblons ci�dessous quelques r�esultats pr�eliminaires �el�ementaires re�
latifs �a la convergence de Hausdor�� Tout d�abord les deux propositions
suivantes qui sont tr�es classiques� voir par exemple ��� ou �	
��

Proposition ���� L�ensemble des ouverts � inclus dans la boule D est
compact pour la topologie de Hausdor��

Proposition ��	� Si �n est une suite d�ouverts de D et � � D tels que
H� lim

n��
�n � � alors �

���
�i� � K sous� ensemble compact de � 
nK � N � �n � nK � K � �n

�ii� � x � �� � lim
n��

d�x� ��n� � ��

La proposition ��
 est �evidemment tr�es importante� puisqu�elle permet
d�extraire de toute suite minimisante� pour une certaine fonctionnelle de
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��� M� BARKATOU ET A� HENROT

forme� une sous�suite qui converge au sens de Hausdor�� En g�en�eral� ce type
de convergence n�est pas su"sant pour assurer la semi�continuit�e inf�erieure
de la fonctionnelle et donc pour prouver l�existence d�un minimum� La
contrainte g�eom�etrique que nous avons impos�ee ici va nous permettre de
r�ealiser ce programme �cf� section ���

En lisant un peu rapidement la d�e�nition de la C�PGN� on peut avoir
l�impression qu�elle implique que l�ouvert � poss�ede une propri�et�e uniforme
du c
one� C�est vrai en ce qui concerne les points du bord de � situ�es en
dehors de C comme on va le voir dans la proposition ci�dessous� Mais� en
g�en�eral� un ouvert poss�edant la C�PGN peut ne pas 
etre lipschitzien en
certains points comme le prouve un exemple du type C � ��R�R�� ��	� ��
�avec R assez grand� et � un ouvert limit�e sup�erieurement par le graphe
de la fonction

p
j sin�x�j� Cet exemple montre au passage que les ouverts

� avec lesquels on travaille peuvent avoir des points de rebroussement �a
condition que ceux�ci soient situ�es sur C� cf� section � o�u on analysera de
plus pr�es les �eventuels points de rebroussement de ���

Proposition ��
� �Propri�et�e uniforme du c	one en dehors de C
 Soit � un
ouvert poss�edant la C�PGN et x� un point de �� n C� Alors il existe un
vecteur unitaire � et un r�eel � qui ne d�ependent que de x� et de C �et qui
sont donc ind�ependants de �� tels que

�y � B�x�� ��� � C�y� �� ��� �

o
u C�y� �� �� d�esigne le c	one �epoint�e de sommet y� de direction � et d�angle
au sommet et de hauteur � �

C�y� �� �� � fx � RN! � � jx� yj 
 � et j�x� y���j � jx� yj cos �g�

D�emonstration� Commen�cons par �xer un rep�ere li�e �a x� et �a C� mais
ind�ependant de �� Notons 	 la distance de x� �a C� On prend pour origine O

la projection de x� sur C et pour dernier vecteur de coordonn�ees��eN �
���
Ox�
	

de sorte que fxN � �g est un hyperplan d�appui �a C en O� On compl�ete
alors la base en choisissant une base orthonorm�ee de fxN � �g�

Une cons�equence importante de la propri�et�e g�eom�etrique de la normale est
que le bord de � admet� au voisinage de x�� une repr�esentation lipschitzienne
dans le rep�ere R � �O� e�� e�� � � � � eN� �pour le voir� on commence �a regarder
le cas o�u �� est C� et c�est alors une cons�equence imm�ediate du th�eor�eme
des fonctions implicites puis on raisonne par densit�e pour le cas lipschitzien !
cf� ��� pour plus de d�etails��

On notera donc � une telle repr�esentation lipschitzienne au voisinage de
x� �on supposera dans ce qui suit � � 	
�� �

�� � B�x�� �� � f�x�� xN� � B�x�� ��! xN � ��x��g

� �B�x�� �� � f�x�� xN� � B�x�� ��! xN � ��x��g�

Soit en�n R un nombre positif su"samment grand pour que l�intersection
du c
one de sommet y s�appuyant sur C avec l�hyperplan xN � � soit contenu
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UN R�ESULTAT D�EXISTENCE EN OPTIMISATION DE FORME ��	

dans la boule �N � 	�dimensionnelle� B��O�R� et ceci pour tout y dans la
boule B�x�� 	
���

Commen�cons par caract�eriser analytiquement la propri�et�e g�eom�etrique de
la normale� Par d�e�nition de R� en tout point 
 � �
�� 
N� � �� �B�x�� ��
o�u la normale �� existe� la demi�droite d�origine 
 dirig�ee par �� vient couper
l�hyperplan fxN � �g �a l�int�erieur de la boule B��O�R� ce qui se traduit par �

�
 � N� � B�x�� ��! j
� � ��
��r��
��j 
 R

ce qui implique en particulier que pour tout vecteur unitaire u� de RN�� �

�R 
 
��u� � ��
��r��
���u� 
 R� ���	�

Soient alors y� et z� deux points distincts de la boule N � 	�dimensionnelle

B��O� �� et notons u� le vecteur z�y�

jz�y�j � De ���	� on tire� en posant 
� �

y� � tu� �

�Rjz�y�j 


Z jz�y�j

�

�y��tu���u����y��tu��r��y��tu���u� dt 
 Rjz�y�j� �����

ce qui donne� apr�es int�egration

�y�� z� � B��O� ��

� �Rjz� � y�j� jy�j� � jz�j� 
 ���z��� ���y�� 
 �Rjz� � y�j� jy�j� � jz�j�

�����
En utilisant la relation ����� ci�dessus� on peut en d�eduire imm�ediatement
que � est uniform�ement lipschitzien sur B��O� �� et donc v�eri�e une pro�
pri�et�e uniforme du c
one �cf� �#��� mais comme il n�est pas absolument �evi�
dent que les caract�eristiques g�eom�etriques du c
one peuvent 
etre choisies
ind�ependamment de �� nous continuons la d�emonstration�

Fixons � � � su"samment petit pour que

��� �	 � tan� ���� � tan ��R� �� � 	

�il est donc clair que � ne d�epend que de x� et de C� par l�interm�ediaire
de R et de 	� et choisissons comme direction du c
one � � �eN � Soit y �
B�x�� ��� �� y s��ecrit donc y � �y�� 	 � yN � avec

jy�j� � y�N � �� et 	 � yN 
 ��y��� �����

Soit maintenant z � C�y� �� �� �

z � y � �h���hN� avec jh�j� � h�N � ��� jh�j 
 �tan ��hN et hN � �� ���
�

Il s�agit donc de prouver la propri�et�e uniforme du c
one� c�est��a�dire que
z � � ou encore que �

�	 � yN � hN �� � ���y� � h�����
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��� M� BARKATOU ET A� HENROT

Or� d�apr�es ����� on a

���y� � h���� � ���y���� � �Rjh�j� jy�j� � jy� � h�j�

d�o�u� en utilisant �����

���y� � h���� � �	 � yN �� � �Rjh�j� jy�j� � jy� � h�j�

� �	 � yN �� � �Rjh�j � jh�j� � ��jh�j�

On en d�eduit gr
ace �a ���
�

���y� � h���� � �	 � yN �� � ��R� �� tan���hN � tan����h�N

si bien qu�en utilisant la d�e�nition de � on obtient bien

���y� � h���� � �	 � yN�
� � h�N � �hN �	 � �� � �	 � yN � hN�

�

ce qu�il fallait v�eri�er� tu

On va d�eduire de cette proposition un r�esultat de convergence qui nous
servira par la suite�

Proposition ���� Soit �n une suite d�ouverts poss�edant la C�PGN et qui
converge au sens de Hausdor� vers un ouvert �� Alors K� lim

n��
�n � � �au

sens de la d�e�nition �����

D�emonstration� On sait d�ej�a� par la proposition ��� que pour tout compact
K � �� on a K � �n �a partir d�un certain rang� Il reste donc �a d�emontrer
une propri�et�e analogue pour les compacts situ�es dans l�ext�erieur de ��

Soit L un compact� qu�on peut toujours supposer d�int�erieur non vide�
L � �

c
et soit �n un �eventuel ouvert de la suite tel que �n � L �� 	�

Dans le cas o�u L � �n� on a �evidemment dH��n��� � � o�u � est le rayon
d�une boule incluse dans L et l�hypoth�ese que dH��n���� � prouve que ce
cas ne peut se pr�esenter qu�un nombre �ni de fois�

Dans l�autre cas� on a ��n � L �� 	� Soit x un point de l�intersection�
D�apr�es la proposition ��#� 
� � � et un vecteur unitaire � �tous deux
ind�ependants de n� tels que le c
one C�x� �� �� soit inclus dans �n� Comme
on peut toujours supposer � assez petit pour que C�x� �� ��� � � 	� on en
d�eduit que la distance de Hausdor� dH��n��� � � o�u � est le rayon d�une
boule incluse dans le c
one et� l�a encore l�hypoth�ese que dH��n��� � �
prouve que ce cas ne peut se pr�esenter qu�un nombre �ni de fois� ce qui
termine la d�emonstration� tu

Remarque ���� Dans le cas o�u tous les ouverts avec lesquels on travaille
sont lipschitziens� il est possible de montrer la r�eciproque de cette proposi�
tion� �a savoir que si K� lim

n��
�n � � alors il existe une sous suite extraite �nk

de �n telle que � H� lim
n��

�nk � �� Nous renvoyons �a ��� pour les d�etails�
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�� Un r�esultat de compacit�e

Fixons dans toute la suite D une �grande� boule de RN qui contiendra le
convexe compact C et tous les ouverts avec lesquels on va travailler� Notons
C la classe des ouverts contenus dans D qui poss�edent la C�PGN� D�apr�es
la proposition ��
� on sait d�ej�a que C est relativement compacte pour la
convergence de Hausdor�� Il nous reste �a prouver qu�elle est ferm�ee� c�est��a�
dire que si �n est une suite d�ouverts de C qui converge au sens de Hausor�
vers un ouvert � alors celui�ci poss�ede aussi la propri�et�e g�eom�etrique de la
normale relativement �a C� ce qui va n�ecessiter de montrer que
� � est lipschitzien �au moins en dehors de C�
� aux points o�u la normale int�erieure existe� celle�ci rencontre C� Mon�

trons d�abord le premier r�esultat �

Th�eor
eme ���� Soit �n une suite d�ouverts de D ayant la C�PGN et � un
ouvert de D tels que � H� lim

n��
�n � � alors �� n C est lipschitzien�

D�emonstration� Soit x un point de �� nC � d�apr�es le �ii� de la Proposition
���� il existe une suite de points xn � ��n qui converge vers x� Quitte �a
composer avec une translation �n de vecteur ���xnx tendant vers l�identit�e �et

donc �a consid�erer la suite d�ouverts f�n � �n��n� qui converge aussi au sens
de Hausdor� vers ��� on peut toujours supposer que x � ��n� �n� Pour
chaque n� ��n admet� au voisinage de x� une repr�esentation lipschitzienne
par une fonction que l�on notera �n et ce dans un rep�ere �O� e�� � � � � eN�
o�u O est la projection de x sur C et eN le vecteur unitaire Ox

jOxj �voir la

d�emonstration de la proposition ��#�� De plus� d�apr�es cette m
eme propo�
sition� tous les �n v�eri�ent une propri�et�e uniforme du ��c
one au voisinage
de x� avec un � ind�ependant de n �il ne d�epend que de x et de C�� Il en
r�esulte d�apr�es un article de D� Chenais �cf� �#�� que l�on peut �xer une boule
�ferm�ee� N � 	�dimensionnelle B��O� �� sur laquelle toutes les fonction �n
sont d�e�nies�

Reprenons maintenant l�in�egalit�e ����� prouv�ee lors de la d�emonstration
de la proposition ��#� Elle fournit ici� pour tout y�� z� � B��O� �� �

j��n�y
�����n�z

��j 
 max�j��Rjz��y�j�jy�j��jz�j�j� j�Rjz��y�j�jy�j��jz�j�j��

On peut toujours choisir � su"samment petit pour que �n�y�� et �n�z��
soient sup�erieurs �a 	
� �	 d�esigne la distance de x �a C�� et de l�in�egalit�e
ci�dessus on tire �

j�n�y
��� �n�z

��j 

�R� ��

	
jz� � y�j�

ce qui prouve que les fonctions �n sont uniform�ement lipschitziennes� On
peut donc� gr
ace au th�eor�eme d�Ascoli� en extraire une sous�suite� encore
not�ee �n qui converge uniform�ement vers une fonction � elle aussi lip�
schitzienne� Il reste maintenant �a prouver que � est une repr�esentation
du bord de � au voisinage de x� c�est��a�dire que dans un voisinage V de x�
on a �

�� � V � f �y�� yN� � B��O� ���R � yN � ��y�� g �� Gra���
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� � V � f �y�� yN� � B��O� ���R � yN � ��y�� g�

Soit y � �y�� yN� un point de �� � V � Par la proposition ���� on sait qu�il
existe une suite de points yn � ��yn��� ynN� appartenant �a ��n et convergeant
vers y� Or ynN � �n��y

n��� et donc par convergence uniforme de �n vers ��
on en d�eduit yN � ��y��� c�est��a�dire que ���V � Gra���� Pour l�inclusion
inverse� on remarque que pour tout y� �x�e dans B��O� ��� il n�existe qu�un
seul point de Gra��� hh au�dessus iide y� et c�est donc n�ecessairement le point
�y�� yN� qui appartient �a �� � V �

Soit maintenant y � �y�� yN� � �� Toujours d�apr�es la proposition ���� on
sait que y � �n �a partir d�un certain rang� donc yN � �n�y

�� et� en passant
�a la limite yN 
 ��y��� Mais l��egalit�e est impossible �sinon y serait un point
de �� en vertu de ce qui pr�ec�ede�� et donc yN � ��y���

En�n� soit y � �y�� yN� avec yN � ��y��� On veut prouver que y � �� Si
ce n��etait pas le cas� alors ou bien on aurait y � �� ce qui est impossible
d�apr�es ce qui pr�ec�ede� ou bien y serait dans l�ext�erieur de �� Mais alors
on peut utiliser la proposition ��� �convergence compacte de �n vers ��
pour a"rmer que y � �n �a partir d�un certain rang ! ce qui se traduit par
yN � �n�y

�� et� �a la limite yN � ��y�� ce qui est impossible et qui ach�eve
la d�emonstration� tu

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le r�esultat annonc�e �

Th�eor
eme ���� Soit �n une suite d�ouverts de D ayant la C�PGN et � un
ouvert de D tels que � H� lim

n��
�n � � alors � poss
ede la C�PGN�

D�emonstration� Gr
ace au th�eor�eme pr�ec�edent� il ne nous reste plus qu��a
prouver que pour tout point de �� n C o�u la normale existe �l�ensemble
N� n C que nous avons introduit au d�ebut�� la normale int�erieure vient
rencontrer C� Cela va r�esulter du

Lemme ���� Pour tout x � N� n C il existe une suite zn � N�n
n C telle

que � ���
lim
n��

zn � x

lim
n��

r�n��z
n��� � r��x���

D�emonstration� Posons x � �O�� xN� �xN � R��� et supposons� par l�ab�
surde� qu�il existe un �� � R�� et un voisinage V� ��� �� ��N��� B��O�� ��
de O� tels que pour tout point z� � V��N�n

nC on ait k r�n�z
���r��O�� k

� N��� Ce qui se traduit par l�existence d�un indice i � f	� ���� N � 	g tel
que �

j
��n
�yi

�z�� �
��

�yi
�O��j � ��� ���	�

Posons alors �in�t� � �n�y�� ��� yi��� t� yi��� ��� yN���� La suite �in con�
verge �evidemment uniform�ement vers �i�t� �� ��y�� ��� yi��� t� yi��� ��� yN����
Comme ces fonctions sont lipschitziennes� la d�eriv�ee existe presque partout
en t et de plus l�hypoth�ese ���	� implique que pour presque tout t dans un
voisinage de �� on a

j��i��n�t� � ��i�����j � ���
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Supposons par exemple que ��i��n�t� � ��i����� � ��� Par int�egration entre
� et s� on en d�eduit que

�in���� �in�s� � �s���i����� � ���

et� en passant �a la limite en n on aura

�i���� �i�s� � �s���i����� � ����

En divisant par s � � et en faisant s� �� on obtient alors

lim
s���s��

�i�s�� �i���

s
� ��i����� � ��

ce qui est absurde� tu
On en d�eduit le Th�eor�eme en utilisant l�hypoth�ese que les normales �a ��n

aux points zn rencontrent C et le fait que celui�ci est ferm�e�

�� Un r�esultat de continuit�e par rapport au domaine

Dans ce paragraphe� nous allons nous placer en dimension N � �� tout sim�
plement parce que le r�esultat de continuit�e que nous cherchons �a prouver est
imm�ediat en dimension � en utilisant le th�eor�eme de �Sverak �cf� �	���� En
e�et� il r�esulte de la d�e�nition qu�un ouvert poss�edant la C�PGN est sim�
plement connexe et donc son compl�ementaire n�a qu�une seule composante
connexe ce qui rend le th�eor�eme de �Sverak applicable�

De mani�ere g�en�erale� la convergence au sens de Hausdor� n�est pas su"�
sante� en dimension N � � �comme en dimension � d�ailleurs� pour assurer
la continuit�e par rapport au domaine de la solution d�un probl�eme aux limi�
tes� par exemple de type Dirichlet� Dans notre cas cependant� nous avons
pu prouver �cf� Proposition ���� que� dans la classe des ouverts poss�edant
la C�PGN� la convergence au sens de Hausdor� entra
�nait la convergence au
sens des compacts qui est la bonne topologie pour les r�esultats de continuit�e
par rapport au domaine �cf� �	�� ou �	���� Ce n�est n�eanmoins pas su"sant
a priori pour assurer le r�esultat de continuit�e d�esir�e� Il faut en e�et que
le domaine limite ait un minimum de r�egularit�e �c�est la notion de stabilit�e
au sens de Keldy�s�� Or si un domaine qui v�eri�e la C�PGN est lipschitzien
en dehors de C� ce qui est plus que la r�egularit�e souhait�ee� nous avons
vu pr�ec�edemment qu�il pouvait avoir des points de rebroussement pour les
points de son bord qui sont situ�es sur �C� En un point de rebroussement�
un ouvert � peut 
etre ou ne pas 
etre stable au sens de Keldy�s� cela d�epend
de la forme g�eom�etrique du point de rebroussement et� en particulier� de la
hh quantit�e de mati�ere ii�en terme de capacit�e� contenue dans l�ext�erieur de
� au voisinage du point de rebroussement� Il convient donc de faire une
analyse �ne et un calcul de capacit�e pour s�assurer� dans notre cas� que la
C�PGN ne permet que des points de rebroussement hh admissibles ii� Aupa�
ravant� nous allons tout d�abord rappeler la notion de stabilit�e au sens de
Keldy�s et son lien avec la continuit�e par rapport au domaine de la solution
de probl�emes aux limites de type Dirichlet� pour plus de d�etails et aussi
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pour les d�emonstrations nous renvoyons �a �	��� ��� ou au travail original de
Keldy�s �	��� L�outil essentiel dans ces questions est la notion de capacit�e�
Nous allons en redonner une d�e�nition� qui n�est peut�
etre pas la d�e�nition
classique� en termes d�espaces de Sobolev� et qui est plut
ot la d�e�nition
utilis�ee dans la th�eorie du potentiel�

Soit E un ensemble bor�elien et � une mesure positive dont le support est
inclus dans E� on d�e�nit alors le potentiel associ�e �a � par

V��x� ��

Z
E

d��y�

jy � xjN��
�

Ce potentiel V� est harmonique dans E
c
� superharmonique dansRN et semi�

continu inf�erieurement� On notera ��E� �� �� 	 � la hh masse totale iide la
distribution � et on a alors �

D�efinition ���� La capacit�e de E est le nombre not�e c�E� d�e�ni par
c�E� �� supf��E�� � mesure positive dont le support est inclus dans E telle
que V��x� 
 	 dans RNg�

La d�e�nition pr�ec�edente est �equivalente ��a une constante pr�es� �a la d�e��
nition usuelle de la capacit�e dans RN �pour un compact K� comme in�mum
de l�int�egrale de Dirichlet pour des fonctions de H��RN� sup�erieure ou �egale
�a 	 sur K�� Mais elle s�av�ere souvent plus pratique quand il s�agit d�obtenir
une minoration de la capacit�e d�un ensemble E� En e�et� et c�est ce que
nous ferons un peu plus loin� pour minorer c�E�� il su"t d�exhiber un po�
tentiel V�� associ�e �a une mesure positive� qui est inf�erieur ou �egal �a 	 sur E
�et donc sur RN�� on a alors� par d�e�nition� c�E� � ��E��

Une propri�et�e qui est vraie en tout point sauf sur un ensemble de capacit�e
nulle est dite vraie quasi�partout �abr�eviation q�p���

D�e�nissons maintenant la notion de point de stabilit�e� comme elle a �et�e
introduite par Keldy�s dans �	���

D�efinition ���� Soit � un ouvert et x un point de son bord� On note En

l�ensemble des points de l�ext�erieur de � dont la distance �a x est comprise
entre ��n et ��n�� �

En � fy � �
c
� ��n 
 jx� yj 
 ��n��g� ���	�

On dit alors que x est un point de stabilit�e pour �� si la s�erie num�erique
de terme g�en�eral ��N���nc�En� est divergente�

Cette notion est �evidemment tr�es proche de la notion de r�egularit�e au sens
de Wiener� qui intervient dans l��etude de la continuit�e au bord de la solution
du probl�eme de Poisson� La di��erence �importante� entre les deux d�e�nitions
est que pour la r�egularit�e au sens de Wiener� c�est le compl�ementaire de �
qui intervient dans la d�e�nition de En et non l�ext�erieur de � comme ici�
Remarquons qu�il est classique que tous les points du bord d�un ouvert
lipschitzien soient des points de stabilit�e�

Revenons maintenant �a la question de la continuit�e par rapport au do�
maine de la solution d�un probl�eme de Dirichlet� La question fondamentale�
concernant la r�egularit�e d�un ouvert � intervenant dans ce type de probl�eme�
est de savoir �a quelle condition une fonction qui est nulle q�p� sur l�ext�erieur
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de � est �egalement nulle q�p� sur le compl�ementaire de �� c�est��a�dire est
dans H�

� ���� C�est justement ce qu�assure la notion de points de stabilit�e
introduite ci�dessus� Pour 
etre plus pr�ecis� donnons le r�esultat suivant �cf�
�	��� �	�� ou �	��� �

Th�eor
eme �����Keldy�s
 On dira qu�un ouvert � est stable �au sens de
Keldy�s� si tous les points de son bord �sauf �eventuellement un ensemble
de capacit�e nulle� sont des points de stabilit�e au sens de la d�e�nition ����
Soit �n une suite d�ouverts inclus dans une boule D et un la solution du
probl
eme de Dirichlet

�Pn�

�
��un � f dans �n

un � � sur ��n�

Alors si les �n convergent au sens des compacts vers � �voir d�e�nition ���� et
si � est stable� la suite un converge dans H�

��D� vers u solution du probl
eme
de Dirichlet sur � �

�P �

�
��u � f dans �

u � � sur ��

�les fonctions un et u sont prolong�ees par z�ero en dehors de �n et ���

Avant de chercher �a appliquer ce r�esultat �a notre probl�eme� nous allons
donner une condition su"sante de nature g�eom�etrique assurant qu�un point
du bord est un point de stabilit�e�

Dans la suite� x� est un point du bord d�un ouvert � �x�e� Pour tout � � ��
nous noterons S� � fy � �

c
� jx�� yj � �g �intersection de la sph�ere centr�ee

en x� et de rayon � avec l�ext�erieur de �� et S��� la surface �ou mesureN�	�
dimensionnelle� de S�� Nous allons donner le crit�ere de stabilit�e suivant� qui
est d
u� pour la dimension �� �a Keldy�s�

Proposition ���� Soit x� � �� et S��� d�e�ni comme ci�dessus� Supposons
qu�il existe une constante c telle que� pour � assez petit� on ait

S��� � c�k avec

���
k � �� en dimension �

��N � 	� � k � N � 	� en dimension N � �

alors x� est un point de stabilit�e pour ���

Nous allons donner le sch�ema de la preuve sans trop entrer dans les d�etails
de calcul� Pour plus de pr�ecisions� nous renvoyons �a ����

Il s�agit donc de minorer la capacit�e de En d�e�nie par ���	�� Pour cela�
nous introduisons le potentiel V � associ�e �a une mesure � positive dont le
support est inclus dans En� et d�e�ni par la formule �

V �x� � CN�n�k

Z ���n

��n

d�

S���

Z
S�

ds�y�

jx� yjN��
�����
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o�u la constante CN�n�k est d�e�nie par

CN�n�k �
cN

nk�n�k�N����N�����N���
�����

o�u cN est une constante ne d�ependant que de la dimension et de la constante
c intervenant dans l�hypoth�ese et qui sera pr�ecis�ee un peu plus loin�

La masse totale de � est �egale �a

��En� � CN�n�k

Z ���n

��n

d�

S���

Z
S�

ds � ��nCN�n�k

et donc si nous prouvons que V �x� 
 	 sur En� nous aurons c�En� � ��En��
Ainsi� le terme g�en�eral de la s�erie dont il est question dans la d�e�nition de
la stabilit�e sera minor�e par

��N���n
cN��n

nk�n�k�N����N�����N���
� cN

�n���N����k��N�����N���

nk

qui est bien le terme g�en�eral d�une s�erie divergente� pour tout k� dans le cas
N � � et pour k 
 ��N � 	� dans le cas g�en�eral�

Il reste donc �a montrer que V �x� 
 	 sur En� Pour cela �xons x � En et
notons 	 � jx� x�j� Pour une surface S��� �x�ee� il est clair que

	

S���

Z
S�

ds�y�

jx� yjN��

sera maximal si jx� yj est minimal� c�est��a�dire� en particulier quand S� est
une calotte sph�erique d�axe x�x� Introduisons un rep�ere local centr�e en x� et
tel que x � ��� � � � � �� 	� et d�esignons par bS� la partie de la sph�ere de rayon ��
d�axe de sym�etrie l�axe hh vertical iidirig�e par eN et dont l�aire est exactement

S���� On peut donc majorer
	

S���

Z
S�

ds�y�

jx� yjN��
par

	

S���

Z
bS� ds�y�

jx� yjN��
�

Maintenant cette derni�ere expression peut se calculer en coordonn�ees sph�e�
riques comme �etantZ

bS� ds�y�

jx� yjN��
�

�N���N
IN��

Z �

�

sinN����N��� d�N��
��� � 	� � ��	 cos��N�����N�����

�����

o�u �N est la surface de la sph�ere unit�e de RN� IN�� �

Z 	

�

sinN�� t dt et �

est l�angle au centre d�e�nissant la calotte sph�erique bS�� reli�e �a S��� par la
relation

S��� �
�N���N
IN��

Z �

�

sinN�� t dt� ���
�

Il est facile de v�eri�er que� pour tout � et 	 positifs� et � � ��� �� on a

sin �

��� � 	� � ��	 cos �����
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et donc on a la majoration

	

S���

Z
S�

ds�y�

jx� yjN��



�N���N
S���IN��

Z �

�

sin � d�

��� � 	� � ��	 cos �����

�
�N���N
S���IN��

�
��	� cos��p

�� � 	� � ��	 cos�� j	 � �j
�

�����

Maintenant� pour pouvoir estimer � en fonction de �� on utilise le lemme
imm�ediat �mais qui nous resservira un peu plus loin� �

Lemme ���� Soit ��x� �

Z x

�

sinN�� t dt� alors � est une bijection de ��� ��

sur ��� IN���� et au voisinage de z�ero on a les �equivalents�����x� � xN��

N��

����x� � ��N � 	�x�
�

N�� �

���#�

On a� gr
ace au lemme ��
 et �a ���
�� l�existence de deux constantes c� et c�
telles que

c�
S���

�

N��

�

 � 
 c�

S���
�

N��

�
�

ce qui permet de majorer dans �����

	

S���

Z
S�

ds�y�

jx�yjN��



�N�
N��

IN��S���

��p
���	����	���	���
	���j	��j



�N�

N��

IN��S����N�����N���
�

	p
���	����	�
�	��

	�� � j	 � �j

�����

o�u � � ��k�N���
N��

� �� En minorant en�n � par ��n dans l�int�egrale de ��n

�a ���n� on arrive �a nos �ns� �a savoir que

V �x� 
 CN�n�k�
�N�n�k

Z ���n

��n

d�

j�� 	j� ��n�n
���	� ��n

	�����

o�u �N�n�k � n�k �N � 	��N � ��
�N � 	�� c�est��a�dire

V �x� 
 CN�n�k�
�N�n�k

Z ��n��

���n��

dt

jtj� ��n�n
���	� ��n

	�����

 	

en utilisant le fait que �
�� 
 	 
 �� et la d�e�nition de la constante

CN�n�k� tu

D�ecrivons �a pr�esent de mani�ere un peu plus pr�ecise le comportement du
bord d�un ouvert �� v�eri�ant la C�PGN� au voisinage de C� Ceci� dans le
but de prouver que m
eme les �eventuels points de rebroussement de �� sont
des points de stabilit�e�
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Proposition ��	� Soit x� � ��� �C� H un hyperplan d�appui 
a C en x��
H� le demi�espace ouvert limit�e par H et ne contenant pas C� Soit R le
rayon d�un cylindre d�axe orthogonal 
a H qui contient strictement C� Alors�
si � a la C�PGN�

� �H� �
�

z�H�jz�x� j	R

B�z� R��

Remarque ��
� C�est un r�esultat global� mais son int�er
et est surtout de
d�ecrire localement �� au voisinage de x� � la r�eunion des sph�eres centr�ees
en z et de rayon R forment en x� une �hyper�surface de r�evolution avec
un point de rebroussement parfaitement caract�eris�e� Cette proposition nous
dit donc que l��eventuelle singularit�e de �� au point x� peut 
etre un point
de rebroussement� mais que celui�ci ne peut pas 
etre hh pire iique celui de
la surface d�ecrite ci�dessus� Cette caract�erisation g�eom�etrique va nous 
etre
fort utile pour estimer la capacit�e de l�ext�erieur de � au voisinage de x�
�voir un peu plus loin��

D�emonstration� Commen�cons par le cas de la dimension �� le cas g�en�eral
s�y ram�enera gr
ace �a une section plane�

Pour simpli�er� mettons l�origine en x� et choisissons le premier vecteur

du rep�ere port�e par H � Notons B �
�

z�H�jz�x� j	R

B�z� R� �qui ici se r�eduit

�a deux disques��
On raisonne par l�absurde � supposons que � �H� n B soit �un ouvert�

� non vide� Son bord est alors compos�e de plusieurs parties � une partie
�� � ��� une partie �� � �B et une partie ��eventuellement vide� �� � H �

Par hypoth�ese� � v�eri�e la PGN relativement �a C� et donc aussi rela�
tivement �a un segment �R � �� R � ��� pour un certain � � �� Si on note
��X� � ����X�� ���X�� la normale au point X � �� �quand elle existe�� ceci
se traduit par

�X � �x�� x�� � �� �N�� ���X� � � et �R� � 
 x�� x�
���X�

���X�

 R� �

�����
ou encore� en introduisant le vecteur tangent ��X� �

�R� �����X� 
 X���X�
 ��R� �����X�� ���	��

Maintenant� pour les points situ�es sur ��� et donc sur un cercle de centre z �

X���X� � R���X� ou X���X� � �R���X�

suivant le cercle ou l�orientation choisie�
En�n pour les �eventuels points situ�es sur ��� on a

X���X� � jX j � �R � R���X� � R�

Donc� dans tous les cas de �gure

� �

Z
�


X���X� ds �

Z
�


R���X� � ��
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ce qui fournit la contradiction attendue�
Le cas N �dimensionnel se ram�ene au cas pr�ec�edent� en utilisant le lemme

suivant �

Lemme ���� Si � � H� v�eri�e la propri�et�e g�eom�etrique de la normale
relativement 
a la boule N � 	�dimensionnelle B�O�R� de H� alors� pour
tout plan perpendiculaire 
a H� l�ouvert relatif P � � �H� satisfait la PGN
relativement au segment ��R�R� de P �

En e�et� quitte �a changer de rep�ere� il su"t de le faire pour le premier plan
de coordonn�ees dirig�e par x� et xN � Maintenant� dire que � �H� satisfait
la B�O�R��PGN signi�e que �avec des notations traditionnelles�

�X � N� �H�� �N �X� � � et
N��X
i	�

�xi � xN
�i�X�

�N �X�
�� 
 R�

mais ceci entra
�ne clairement que

jx� � xN
���X�

�N �X�
j 
 R

qui n�est autre que la PGN relativement au segment ��R�R�� tu

Corollaire ���� Soit � un ouvert v�eri�ant la C�PGN� alors tous les points
de �� sont des points de stabilit�e au sens de la d�e�nition ����

D�emonstration� Les points situ�es en dehors de �C ne posant pas de pro�
bl�emes� choisissons un point x� � �� � �C� Il su"t� d�apr�es la proposition
���� de trouver un exposant k convenable tel que la surface S��� de la partie
de la sph�ere de centre x� et de rayon � situ�ee dans l�ext�erieur de � v�eri�
�e S��� � C�k� Or� d�apr�es la proposition ���� l�ext�erieur de � contient
l�ext�erieur de la surface de r�evolution form�ee par la r�eunion des boules de
rayon R� Un peu de trigonom�etrie �el�ementaire montre alors que

S��� �
�N���N
IN��

Z �

�

sinN�� t dt o�u � est d�e�ni par � �
�

�
� arccos

�

�R
�

En particulier� quand �� � on a � � �
�R� On applique alors encore une
fois le Lemme ��
 � quand �� � le membre de droite de l�in�egalit�e ci�dessus
est �equivalent �a �

�N���N
IN��

Z �

�

sinN�� t dt �
�N���N
IN��

�N��

N � 	
�

�N
�N � 	�IN����R�N��

��N��

ce qui prouve le r�esultat avec k � ��N � 	�� tu
Nous pouvons maintenant �enoncer le r�esultat de continuit�e qui est une

cons�equence de la proposition ���� du th�eor�eme ��� et du corollaire ��� �

Th�eor
eme ����� Soit �n une suite d�ouverts� inclus dans une boule D�
satisfaisant la C�PGN et qui converge au sens de Hausdor� vers un ouvert
�� Soit f � L��D�� On note un �resp� u� la solution du probl
eme de
Dirichlet �Pn� sur �n �resp� �P � sur ��� Alors un converge vers u fortement
dans H�

� �D� �o
u comme d�habitude les fonctions sont prolong�ees par � sur
D��
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�� Application �a un probl�eme d	optimisation de forme

Soit F une fonction de D �R� RN �a valeurs dans R continue en �r� p� et
v�eri�ant� de plus �

� �x� r� p� � D �R�RN � jF �x� r� p�j 
 c�a�x� � r� � jpj��

o�u c est une constante et a�x� une fonction de L��D��
On consid�ere alors la fonctionnelle de domaine

J��� �

Z



F �x� u
�x��ru
�x��dx

o�u u
 est la solution du probl�eme de Dirichlet �P � sur � d�e�ni dans l�intro�
duction� On rappelle que C d�esigne l�ensemble des ouverts contenus dans D
et qui poss�edent la C�PGN�

Alors les r�esultats d�evelopp�es dans les paragraphes pr�ec�edents nous per�
mettent d��enoncer �

Proposition ���� Si inf�J� � �� alors le probl
eme de minimisation �

Trouver � � C tel que J��� � minfJ��� � � � Cg

poss
ede une solution�

D�emonstration� Soit �n une suite minimisante d�ouverts de C� D�apr�es la
proposition ��
 et le th�eor�eme ���� on peut en extraire une sous�suite� encore
not�ee �n� qui converge au sens de Hausdor� vers un ouvert � qui appartient
�a C� Mais� d�apr�es le th�eor�eme ��	�� u�n

solution du probl�eme de Dirichlet
sur �n converge dans H�

� �D� �fortement� vers u� solution du probl�eme de
Dirichlet sur � et donc� quitte �a extraire une nouvelle sous�suite� on peut
supposer que u�n

et ru�n
convergent presque partout dans D vers u� et

ru�� Les hypoth�eses sur F et le th�eor�eme de convergence domin�ee assurent
alors que J��n�� J��� et donc � r�ealise le minimum de J sur C� tu

Remarque ���� Il est �egalement possible� dans le probl�eme de minimi�
sation� de mettre une contrainte de volume� c�est �a dire de travailler sur
l�ensemble CV � f� � C tel que vol��� � Vg� On peut en e�et montrer�
en utilisant la proposition ���� que cet ensemble est ferm�e pour la topologie
de Hausdor�� cf� ���� c�est��a�dire que �

Proposition ���� Soit �n une suite d�ouverts poss�edant la C�PGN qui
converge au sens de Hausdor� vers �� Alors vol��n�� vol����

Comme nous l�avions dit dans l�introduction� une des motivations de ce
travail �etait l��etude du probl�eme �a fronti�ere libre

�FL�

���������
��u � f dans �

u � � sur ��

jruj � cst � k sur ���
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pour lequel on sait a priori que la solution� si elle existe� satisfait la C�PGN
�ici� on suppose f �a support compact et C d�esigne l�enveloppe convexe du
support de f � cf� �	���� De plus� la th�eorie des sous�solutions et sur�solutions
g�eom�etriques d�evelopp�ee dans �		� permet de se placer dans une grande boule
D �une sur�solution� et donc on peut se permettre de rechercher les solutions
du probl�eme �FL� dans la classe C introduite pr�ec�edemment� Introduisons�
comme l�ont fait B� Gustafsson et H� Shahgholian dans ���� inspir�es par le
travail fondamental de �	�� la fonctionnelle de domaine d�e�nie par

J��� ��
	

�

Z
�

jru��x�j
� dx�

Z
�

fu��x� dx� k�vol��� �
�	�

o�u u� est la solution du probl�eme de Dirichlet �P � et o�u nous supposerons
f � L��D� positive et �a support compact� On peut aussi �ecrire� en utilisant
la formulation variationnelle de �P ��

J��� �� �
	

�

Z
�

jru��x�j
� dx� k�vol��� � �

	

�

Z
�

fu��x� dx� k�vol����

�
���
Maintenant� comme tous les ouverts que l�on consid�ere sont inclus dans la
boule D� le principe du maximum montre simplement que � 
 u� 
 uD
dans D et donc� en utilisant �
���

�� � C� J��� � �
	

�

Z
D

fuD�x� dx

ce qui montre que J est minor�ee sur C� On a donc �

Corollaire ����La fonctionnelle J d�e�nie en ����� poss
ede un minimum
sur la classe des ouverts � ayant la C�PGN et contenus dans une boule D�

On aimerait pouvoir dire que le minimum ainsi obtenu est solution du pro�
bl�eme �FL�� Ce n�est pas si simple� Tout d�abord� il faut noter que� sans
hypoth�eses sur f et k� le probl�eme �FL� n�a en g�en�eral pas de solutions� Une
fa�con simple de s�en convaincre est d�int�egrer l��equation sur �� on obtient
comme condition n�ecessaire d�existence �Z

�

f�x� dx � kj��j

�o�u j��j d�esigne le p�erim�etre de ��� ce qui montre que si f a une masse
totale trop petite ou si k est trop grand� le p�erim�etre de � ne sera pas assez
grand pour que � englobe C� Dans un tel cas ce qui se passe concr�ete�
ment� c�est que le minimum que nous avons trouv�e au Corollaire 
�� vient
hh toucher iile convexe C� i�e� �� et �C ont une partie commune� Mais alors
cette situation particuli�ere peut nous permettre d�obtenir� en utilisant des
arguments typiques de minimalit�e �on essaye de fabriquer un ouvert meilleur
que l�ouvert minimal en se d�ecollant un peu de C�� des conditions su"santes
sur f et k pour assurer l�existence d�une solution �a �FL�� Nous renvoyons
le lecteur int�eress�e �a ��� et aussi �a ��� o�u d�autres conditions su"santes sont
obtenues par des techniques di��erentes�
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L�autre di"cult�e �a laquelle on est confront�e est l��ecriture g�en�erale des con�
ditions d�optimalit�e� On veut utiliser le formalisme de la d�erivation par
rapport au domaine� Mais comme on a travaill�e avec des contraintes� il con�
vient de n�autoriser que des d�eplacements admissibles� i�e� qui permettent
de conserver la C�PGN� De plus� formellement la d�eriv�ee de la fonctionnelle
J au point � dans une direction de d�eplacement V est donn�ee par �cf� �	��
ou �	#�� �

dJ��� V � �

Z
��

�k� � jru����j
��V�� d��

�ce qui permettrait de retrouver la condition surd�etermin�ee au minimum de
J�� Malheureusement ici� comme le bord �� est seulement lipschitzien� on
ne sait pas si u� � H���� et donc l�int�egrale ci�dessus n�a pas n�ecessairement
un sens� Dans ��� �voir aussi �	���� les auteurs obtiennent la di��erentiablilit�e
de J � sous la seule hypoth�ese de lipschitzianit�e� la d�eriv�ee s��ecrivant alors

dJ��� V � �

Z
�

divf�k� � jru�x�j��V g dx�

Dans ��� est faite une �etude compl�ete des conditions d�optimalit�e tenant
compte de tous les aspects pr�ecit�es et nous renvoyons encore une fois le
lecteur int�eress�e �a ce travail�
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