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REMARQUES SUR L’OBSERVABILITE POUR L’EQUATION DE LAPLACE

KiM-DANG PHUNG!

Résumé. Nous quantifions la propriété de continuation unique pour le laplacien dans un domaine
borné quand la condition aux bords est a priori inconnue. Nous établissons une estimation de dépen-
dance de type logarithmique suivant la terminologie de John [5]. Les outils utilisés reposent sur les
inégalités de Carleman et les techniques des travaux de Robbiano [8,11]. Aussi, nous déterminons
en application de 'inégalité d’observabilité obtenue un colit du controle approché pour un probleme
elliptique modele.

Abstract. We consider the Laplace equation in a smooth bounded domain. We prove logarithmic
estimates, in the sense of John [5] of solutions on a part of the boundary or of the domain without known
boundary conditions. These results are established by employing Carleman estimates and techniques
that we borrow from the works of Robbiano [8,11]. Also, we establish an estimate on the cost of an
approximate control for an elliptic model equation.

Classification Mathématique. 35B60, 93B07, 95B37.
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1. INTRODUCTION ET RESULTATS PRINCIPAUX

Les relations entre observabilité et contrélabilité sont maintenant bien connues pour une large classe
d’équations aux dérivées partielles définies dans un domaine borné. En prenant ’équation des ondes comme
systéme modele, Lions [7] a introduit la méthode HUM qui consiste par dualité, & résoudre le probleme de
la contrélabilité exacte frontiere en se ramenant a l'obtention d’une inégalité d’observabilité qui traduit un
résultat de continuation unique. Dans le cadre modele d’une équation des ondes vivant dans  x |0, T, avec
un domaine borné de R™, n > 0 et T' > 0, 'observabilité frontiere est équivalente & I’existence d’une constante
C > 0, telle que pour toute solution u de ’équation des ondes

O2u—Au=0 dans Qx]0,T7 , u=0 sur 9Q x]0,T (1.1)
(u, 0pu) (+,0) = (uo,w1) € Hg (@) x L? (), '

on ait
[ (o, u)ll s @y xp2() < € 10vull L2 ryjorp -0 T C 0K
Plus généralement, le probleme d’observabilité consiste a estimer la solution d’une équation aux dérivées par-

tielles définie dans €, par rapport & sa restriction sur une partie I' du bord 992 ou sur un sous-domaine w de €.
Pour une large classe d’équations aux dérivées partielles, de telles estimations sont fausses sans hypotheses
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géométriques et/ou sans contraintes sur les données de Cauchy. Aussi, John [5] a introduit les estimations de
dépendance de type Holder (resp. de type logarithmique) qui s’écrivent dans le cadre modele de 1’équation des

ondes de la maniére suivante : il existe une fonction f de la forme f () = Ca® (resp. flx)y=C W) ou C,

d, 6> 0et a€]0,1[ sont des constantes, telle que pour toute solution de I’équation des ondes (1.1), on ait

Hauu||L2(Fx]0,T[)

||(u0au1)HL2(Q)><H*1(Q) <f <|( ) ”(UOaUI)HH(}(Q)xLz(Q)? (1.2)

U07u1)||Hé(Q)><L2(Q)

ce qui peut se réécrire clairement comme suit :

[l (wos u)ll g1 @) x £2(02)

||(UO,U1)HH5(Q)XL2(Q) <f (H ) ||aquL2(r><]0,T[)v

(w0, 1)l 20y x -1 ()

NErs . 1/ 7 _ 1. (Cx)'/P ”(“mul)”H(l)(mxﬂ(n) p s .
ot f(x) = (Cx)'" (resp. f () = ge ) et Mwo o o2ty et -1y TRESUTE la fréquence de l'onde. Les estima

tions de type (1.2) peuvent non seulement étre vues comme une quantification d’un résultat de continuation
unique mais sont aussi utiles dans le cadre de la contrélabilité approchée et plus précisemment en ce qui concerne
le cofit du controle.

En particulier, Robbiano [12] a démontré par des inégalités de Carleman locales que (1.2) était valable pour

flx)y=C W et en a déduit par dualité un résultat sur le cotit du controle approché pour I’équation des
n =

ondes (voir aussi [6]).

D’autre part, Fernandez—Cara et Zuazua [3] ont établi, & partir des inégalités de Carleman globales, des
estimations a poids permettant de mesurer le colit optimal du controle approché pour 1’équation de la chaleur.
Méme si leurs estimations ne s’inscrivent pas exactement sous la forme (1.2), on peut cependant en faire un
rapprochement car elles permettent de réaliser une analyse de la controlabilité exacte de la projection de la
solution de I’équation de la chaleur sur un sous-espace lié & la fréquence [3] (Rem. 6.1).

Dans cet article, nous allons quantifier un résultat de continuation unique pour le laplacien dans un domaine
borné. Il est bien connu que le théoreme d’Holmgren appliqué au laplacien assure que si la trace et celle de la
dérivée normale d’une solution du laplacien sont toutes les deux nulles sur la méme partie ouverte arbitraire du
bord du domaine, alors cette solution est identiquement nulle dans tout le domaine. Nous proposons d’établir
un résultat de dépendance logarithmique des traces par rapport a la solution du Laplacien définie dans tout le
domaine.

Plus précisemment, nous démontrons le résultat suivant :

Théoréme 1.1. Soit Q) un ouvert borné de R™, de classe C*°, Q0 étant localement d’un seul coté de sa frontiére.
Soient " une partie ouverte non vide du bord de 2 et w un ouvert non vide de €, alors on a l’assertion suivante :
dd, >0 VkER VB€|0;1[ Vd>d, 3e>0 Yuc H?(Q)

HUHm(Q)
||U||H1(Q) <c RETSYI 3 (1.3)
ot )
I(A+E)ull 2 o) +lull L2y +HlOnull 21
et
||“HH2(Q)
”uHHl(Q) <c (1.4)

)l 2y )r
{hl (dn<A+k>u||L2<m+||uan<w>
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Remarque 1.1. Ici, la constante ¢ > 0 dépend de la géométrie (2, w, I') et des réels (k, 8, d). Par ailleurs, il
est connu que I'inégalité d’interpolation (1.3) (resp. (1.4)) est équivalente a I'inégalité (1.5) (resp. (1.6)) suivante
(voir [12]) :

VkeR VB€]0;1[ Fe>0 Ve>0 Vue H*(Q)

lull 1) < e/ (||(A + k) ull 2oy + lull 2y + HanU“m(r)) +¢’ [ull 20 (1.5)

et
sy < e/ (1A + B) ull gy + lullagey ) + & lul gz ey - (1.6)

Remarque 1.2. Les estimations (1.5) et (1.6) reposent sur des inégalités de type Hardy et de Carleman. Pour
démontrer le théoréme 1.1, nous allons reprendre une partie de la preuve des inégalités d’interpolation de [8] ot
une estimation de dépendance de type Holder [5] est obtenue, grace a une condition de Dirichlet sur une partie
du bord, plus précisemment :

Théoreme 1.2 [8]. Soit Q un ouvert borné de R™, de classe C*°, Q étant localement d’un seul cété de sa
frontiére. Soit T' une partie non vide du bord de ), on fite T > 0 et o € ]0;T/2[, alors on a lassertion
susvante :

Jvelo;1] Je>0 Vue H2(]0,T[x Q) u(t,7)|,co0 =0

v 1—v
||u||H1(]a,T—a[><Q) <c (H (‘9152 + A) UHL2(]O,T[><Q) + Ha"“”Lz(]o,T[xF)) (Hu||H1(]0,T[XQ))

Le théoreme 1.2 est équivalent a I’assertion suivante :
38 €]0;1[ 3e>0 Ve>0 Vue H2()0,T[xQ), u(t, @)),c00 =0

C
el ar—aeay < = (1102 + A) wl 2o rimy + 190l z2go.rxry ) + € lell i go,rixey -

Dans notre cas, le théoreme 1.1 est une estimation d’interpolation sans information sur le bord.

Aussi, nous allons utiliser en particulier 'inégalité (1.4) et suivre l’approche décrite dans [12] pour établir
une estimation du cotit du controle approché d’une équation elliptique modele ot le but est d’agir sur une partie
interne du domaine pour contréler la trace de la solution :

Théoréme 1.3. Soit ) un ouvert borné connexe de R™, de classe C*°, Q) étant localement d’un seul coté de sa
frontiére 9Q. Soit w un ouvert non vide de Q. Pour tout 3 € ]0; 1], il existe une constante ¢ > 0 telle que pour
tout € > 0, pour tout zqg € H'/?(99), il existe un contréle f € L? (w) tel que

5ﬁ|

[®— ZdHHflﬂ(aQ) < |ZdHH1/2(aQ) et ”fHL?(w) <cel ||ZdHH*1/2(BQ) )

ot D est la solution du probléeme elliptique suivant

—A® + P = f, dans €,
On® =0 sur  Of.

Remarque 1.3. L’inégalité (1.3) du théoreme 1.1 permet également d’en déduire des résultats sur le cotit du
controle approché frontiere et s’applique aussi pour des problemes de controle approché de systeme elliptique
vectoriel comme les équations de Maxwell réduites a fréquence fixée dans un domaine borné muni sur sa frontiere
extérieure d’une condition aux limites absorbante de type Silver—Miiller [10].

Dans la section 2, nous rappellons les différents résultats sur les inégalités de Carleman que nous allons
utiliser. La section 3 est consacrée a la preuve du théoreme 1.1. Le théoreme 1.3 est démontré dans la section 4.
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2. RAPPELS SUR LES INEGALITES DE CARLEMAN

Les inégalités de Carleman que nous allons reprendre, proviennent des travaux de Robbiano [8,11]. Elles sont
obtenues a partir du calcul symbolique des opérateurs h-pseudodifférentiels et de I'inégalité de Garding [2,8].

Nous commengons par rappeler I'inégalité de Carleman sur Uopérateur (A + k) sous ’hypotheése d’hypoellip-
ticité de Hormander [4] (Th. 8.3.1) (et [8], p. 353 (36)) :

Théoreme 2.1. Soit U, un ouvert de R™ et K, un compact contenu dans U,. Considérons k € R, h > 0 et
¢ € C= (R™). Soit P, l'opérateur P, = —h%e¥/" o (A +k)oe™?/" i.e. P,y=—h?Ay+2hVp-Vy— |ng:|2 y+
hA@y — h2ky.

Notons p, le symbole principal de Uopérateur P, , défini par

P (@)= Y (& +i0s,0 ()

j=1,..,n

Si Vo ne s’annule pas sur U, et s’il existe une constante c; > 0 telle que sur Uensemble des éléments (x,§) €
U, x R™ tels que py, (x,£) =0, on ait

{Rep<p71mp<ﬂ} (xag) Z C1,
alors il existe ¢ > 0 et hy > 0 tels que pour tout h € ]0, hq]| et toute fonction y € HZ (K,), on a

/ ly (2)] e/ M dz + p? / Vy (@) 2@/ dz < ch? / (A + k) y (2)] 2/ g,
K, K, K,

Localement pres du bord, on se rameéne par un changement de coordonnées au demi-espace. Nous avons I'inégalité
de Carleman suivante :

Théoréme 2.2 ([8], p. 351). Soit RT = {z = (2/,2,) € R" \z,, > 0} et K = {z € R \ |z| < R,}. On note
Cg° (K) la restriction a K des fonctions C§° (B (0, Ro)).

Soit P lopérateur différentiel du second ordre a coefficient C™ au voisinage de K, défini par P (x,0,) =
—agn + R (:c, %az,). Notons r (x,£') le symbole principal de R et supposons que r (z,£') € R et qu’il existe une
constante ¢ > 0 telle que pour tout (z,&') € K x R™™Y, on ait r (x,&') > c|€'|*.

Considérons h > 0 et ¢ = ¢ (x) € C une fonction réelle définie au voisinage de K. Soit P, l'opérateur
P, =h2%e?/"oPoe ¥/l

Notons p, le symbole principal de lopérateur P,, défini par

Py (Z,f) = (gn + iazn¢)2 +r (:c,f’ + iax’@) .

Si %@; ne s’annule pas sur K et s’il existe une constante ¢c; > 0 telle que sur ’ensemble des éléments (x,&) €
K x R" tels que p, (x,€) =0, on ait

{Repy, Imp,} (2,8) = a1,
alors il existe ¢ > 0 et hy > 0 tels que pour tout h € 10, h1] et toute fonction y € C§° (E), on a

J

ly (:L')|2 e2“’(ﬁ”)/hd:ﬂ+h2/ [Vy (x)|2e2‘9(”)/hdx < ch?’/K |P(m,8m)y(m)|2e2‘”(x)/hdm

n n
+ RZ

o [ (WG O + 0y (@ O + |1, (', 0 ) e O/,
Rn—1

Le point clé pour pouvoir appliquer les théoremes 2.1 et 2.2 consiste a construire une fonction ¢ de sorte que
I’hypothese d’hypoellipticité de Hormander soit vérifiée. Pour plus de clarté, nous rappellons ici que le crochet



REMARQUES SUR L’OBSERVABILITE POUR L’EQUATION DE LAPLACE 625

de Poisson entre Rep, et Imp, est donné par la formule suivante : {Rep,,Imp,} = VeRep,V,Imp, —
Vi Rep,VeImp,. Les remarques qui suivent établissent les choix possibles de la fonction ¢ :

Remarque 2.1. Construction de la fonction ¢ définie a Uintérieur [2] :
. . 2 . \
Sipe (2,8) = i=1.m (’fj + z@xjgo) , alors p, = Rep, + ¢ Imp, ol

Rep, (¢,6) = ) (5?—(axjso(x))2) et Tmpy (2,6) =2 Y (&0s,0(x)). (2.1)

j=1,..,n j=1,..,n

Il en résulte, avec quelques lignes de calcul que :

{Repy, Imp,} (x,€) =4 Z VO, (x) - [§j£ — 0z, () Vo (m)} , (2.2)

j=1,..,n

et
(Rep, (2,6) =0 et Tmp, (2,6) = 0) & (1¢* = [Vip () et ¢+ Vo () = 0). (23)

Finalement, soient A > 0 et ¢ € R™, si on cherche ¢ sous la forme ¢ (z) = e’/\|m*‘5’|2, alors sur I’ensemble des

(z,€) tels que py, (z,€) = 0, on a {Repy, Imp,} (z,€) = 64\3 |z — ql? e~3Ma—af? [)\ |z —q]* — 1]. Donc le crochet

de Poisson entre Rep, et Imp, est strictement positif pour A assez grand.

Remarque 2.2. Construction de la fonction ¢ définie localement prés du bord :
Soit py (2,€) = (En 4 s, )" + 7 (2, + i) avec r =1 (z,£') € C (K x R™1). Si on cherche ¢ sous la
forme ¢ () = ¢ (z,), alors p, = Rep, + iImp, ol

Rep, (2,8) = & — (¢’ (:L'n))2 +r(z, &) et Impy,(x,8) = 28¢" (zn). (2.4)

Il en résulte que
Po(@.6) =0 (g0 =0et r(2,€) = (¢ (@a))°). (2.5)

Quelques lignes de calcul permettent d’obtenir I'égalité :

(Rep,. mp,} (2.6) = 16" (2) (€ + (& (22)°) = 20 (20) o (2,€') (2:6)

Ers

Or il existe une constante ¢ > 0 telle que ¢ |§’|2 <7 (z,¢), par ellipticité de 'opérateur R. Donc les éléments
(z,€) € K x R™ tels que p, (x,§) = 0 doivent vérifier les deux conditions suivantes : &, = 0 et 3¢ > 0, |¢'| < c.
Ceci implique que 0,7 (z,&’) reste borné sur {(z,§) € K x R" \p,, (z,£) =0}.

Finalement, sur {(z,£) € K x R"\p, (z,£) =0}, {Repy, Imp,} = 2¢" (2¢'¢" — 0,,7). Soit A > 0, on traite
les deux cas suivants :

Si ¢ (zn) = e, alors {Repy, Imp,} (2,8) = 2Xe? (2X3e2An — 9, 1 (2,£')) sur I'ensemble des éléments
(z,€) € K x R™ tels que p, (z,&) = 0. Donc ce crochet est strictement positif pour A assez grand.

Si ¢ (z,) = e alors {Repy, Imp,} (z,£) = 2Xe ™ (2A3e™2An + 9, 7 (2,£’)) sur I'ensemble des élé-
ments (z,&) € K x R™ tels que py, (z,£) = 0. Donc ce crochet est strictement positif pour A assez grand et Az,
borné i.e. tant que I'on reste proche du bord.

Remarque 2.3. Dans un cadre plus général pour le choix de la fonction ¢, nous allons reprendre le travail de
Lebeau et Robbiano ([8], pp. 347-355) :

Soit py (z,§) = (&n + i0y,0)% 41 (2,8 +i0yp) avec r =1 (x,¢') € C (K x R"™!) une forme quadratique
réelle en &’. Soient A > 0 et » = ¢ (z) € C* une fonction réelle, ne dépendant pas de A, définie au voisinage
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de K. Si on cherche ¢ sous la forme ¢ (z) = e’'(@) alors p, (z,€) = (A\p (2 )? py (2, 77)|n— . On vérifie, par

Xo(2)
un simple calcul, que

{Repy, Imp,} (2,€) = (\p)’ {Repy, Impy} (m %)
e (Ww +[mpyVy Repy — Repy ¥y Impy] (I %))

+A O\‘P)s =V [(n- Vi Im py,) Vi, Repy — (n- Vi, Repy) Vy, Impy] { =, _{ :
Ap
(2.7)

Par ailleurs, en utilisant les relations suivantes :

Repﬂ) (:E7 77) = 77721 +r (l‘, 77/) - (aﬂﬂ7lw)2 -r (:E7 3z'¢) et Impw (:E7 77) = 20,0z, + 27(%, n,a 81/1/)) ) (2'8)

ou7 =7 (x,n,(") est la forme bilinéaire symétrique en 7', ¢’ associée a la forme quadratique réelle r = r (z, '),
on en déduit les égalités suivantes :

2V, - [Impy V,y, Rep¢ RepyVyImpy] (z,n)
= 810z, ¥ +7 (2,1, 0x¥))] [nna&rnw + (%vn’r (30,77')) -Vwﬂ

4 [+ (0 0) = (@0, 0)” = 7 (2,00 0)] [0, 0) + (VT (@, 00r)) - Vit (2.9)
= 81 0a, ¥ + 7 (x,7, Burt))]?

A [ 47 (@) = Be, 1) = 7 (@, 000)] [(02,0) + 7 (2, 000

—Vaip - [(n- VyImpy) Vy Repy — (- Vy Repy) V Impw] (,m)
= —4[nnOx, ¢+n (Vo7 (x,1, 0ur)))] [nna W42 (5Vyr (2,1)) - Vart)]

42+ (3 ()] [0 + (VT (27, 00) Vo] (2.10)
= 4 [0, ¥ + 7 (2,1, 0w ))]

4 12 + 7 (@) [(0e, 1) + 7 (@, 000)]

Ce qui se réécrit :

2V - [ImpyVy, Repy — Repy Vi, Impy] (2,1) — Vb - [(n - Vy Impy) V,, Repy, — (- Vi Repy) Vi Impy | (z,7)

=1 ([u, o+ 7 0 + [0 47 @ 000)] ) . (201

Par conséquent, & partir de (2.7) et de (2.11), on a la relation suivante (qui est écrite et démontrée dans [8],
p. 352, dans un cadre plus intrinseque) :

{Repy, Imp,} (,€) = (Ap)” {Repy, Impy} (!E, f—@)

+42 (Ap)” ([nnaxnww(x,n',ax/w)f + (02, 0)° +r(:c,axfw>}2) (x%) (212)
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Or il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout (z,7') € K x R"™1, on ait ¢ |77’|2 < r(x,n), par ellipticité
de l'opérateur R. D’autre part, Repy, (z,£) = (A (:L'))2 Repy (z, 77)|n: ¢ . Dongc, a partir de (2.8),

Ap(x)

O @) (02 + ' = 0, 9)° =7 (@,00%)) | <Rep, (2,€). (2.13)

= Xe@
On en déduit que {Repy, Impy} (:L', A_i) reste borné sur {(z,§) € K x R™\p, (z,£) =0}.
Finalement, si ¢ () = —z,, — |z|°, alors le crochet {Re p,, Tmp,} (, ) donné par (2.12), sur I'ensemble des

éléments (z,&) € K x R™ tels que p,, (z,&) = 0, est strictement positif pour X assez grand et A (mn + |$|2) borné

i.e. tant que l'on reste proche du bord ([8], p. 355 (45)).
Nous allons clore cette section en ajoutant une derniére remarque qui nous servira a plusieurs reprises par la
suite.

Remarque 2.4. Soit P un opérateur différentiel du second ordre dans un ouvert M et y € C§° (M), x =1
sur un sous-domaine IT de M. Alors, P (xy) = xPy + [P, x] y avec [P, x] un opérateur d’ordre un, supporté sur
M \II. Aussi, on obtient I'inégalité suivante : 3¢ >0 Vy € H' (M)

P XYl 2 any < €Nyl an) - (2.14)

3. PREUVE DU THEOREME 1.1

La preuve du théoreme 1.1 repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 3.1. Soit Q un ouvert borné de R™, de classe C°°, Q) étant localement d’un seul coté de sa frontiére.
Soient T une partie non vide du bord de ) et w un ouvert non vide de §). Si W est un ouvert relativement compact
de ), alors on a l’assertion suivante :

VkeR 3e,s>0 Ve>0 VYue H*(Q)

Cc s
llull g1 @) < Z (||(A + k) ull g2 + lull g2y + Hf?nulle(p)) + &% Jull g1 (q) (3.1)
et c
||U||H1(a) = - (H(A + k)u”L2(Q) + HUHHl(w)) +é° HUHHl(Q)- (32)
Lemme 3.2. Soit R? = {(2/,7,) € R" \z, >0} et K = {z € R? \ |2| < R, }.
Soit P lopérateur différentiel du second ordre & coefficient C*° au voisinage de K, défini par P = —0% +

Tn

R (a?, %81.1). Notons r (x,£') le symbole principal de R et supposons que r (z,&') € R et qu’il existe une constante
¢ > 0 telle que pour tout (z,€') € K x R"™Y, on ait r (2,€') > c|€']%.

On pose K (r,7") ={x € K \r <z, <r'} et on se donne r,, r1, o trois réels tels que 0 <1y <1y < R, et
0<7r, <R, Alors on a l'assertion suivante :

VBe]0;1[ Fe>0 Ve>0 Vye g (K)

”yHHl(K(O,ro)) <e* (prHL2(K) + ||Z/||H1(K(7-1,r2))) +é’ ||y||H2(K) : (3.3)

Remarque 3.1. L’estimation (3.2) du lemme 3.1 est une conséquense du théoréeme 2.1. Elle nous permettra de
propager I'information tant que I’on reste éloigné du bord. L’estimation (3.1) du lemme 3.1 est une conséquense
du théoreme 2.2. Elle traduit le fait que I'information sur une partie du bord de €2 se repercute sur un ouvert
relativement compact de €. Le lemme 3.1 provient des travaux de Robbiano [11]. L’inégalité (3.3) du lemme 3.2
est une estimation au voisinage du bord du domaine sans condition particuliere sur les traces. Elle nous permettra
de récupérer l'information d’un ouvert relativement compact de 2 vers un voisinage du bord de ().
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Démonstration du théoréme 1.1. Le théoreme 1.1 s’obtient & partir du lemme 3.2, apres avoir construit un
recouvrement de 'ouvert ) et une partition de I'unité adéquate :

Soit x, un point de 9. Soient 4, ¥ deux voisinages de x, tels que 9 C 9 CR" On pourra supposer que le
domaine QN s’écrit localement sous la forme {(z/, z,) € ¥ \ @, > o (2’)} avec o € C*°. Nous construisons une

surface réguliere S, qui coincide dans JC9adnoet qui est, dans ¢ \5 , déformée par rapport a la surface
(19 \5) N 9 vers Pintérieur du domaine Q. On pourra donc écrire S sous la forme {(z/, z,) € ¥ \ z, = s (2')}

ou s € U, s = o dans INOQ et s> o dans (19 \5) Par un difféomorphisme local, on transforme l'opérateur

A + k en un opérateur P qui vérifie les hypotheses du lemme 3.2 et par le difféomorphisme inverse le demi-
espace K = {ac € M \ x| < RO} se transforme en 'ouvert de Q N1 séparé par la surface S. Autrement dit,
il existe ® un C* difféomorphisme tel que @~ € C>®, ® (z,) = 0, ® ({(2/,z,) €I \2p, > s(2')} NY) = K,
®(SNY) = {(a',z,) € K \ z,, = 0}. Par le difféomorphisme &1, la région K (0,79) = {z € K \0 <z, <71}
se transforme en un voisinage du bord de € et la région K (r1,72) = {z € K \r; < z,, < r2} se transforme en un
ouvert relativement compact dans €. De plus, il existe r3 > 0 tel que la région @~ ({x € K \r3 < |z| < Ro})
soit un ouvert relativement compact dans 2. Par conséquent, les fonctions y € C§° (?) telles que y = 1 dans
V={zeK\|z| <r3}, 0 <y <1dans K\V se transforment par le difféomorphisme ®~! en des fonctions
X € C définies dans {(2/,2,) € 9 \ zp, > s (')} NV telles que V'opérateur [A + k, x] soit supporté dans un
ouvert relativement compact dans 2.

Par application du lemme 3.2 et du difféomorphisme inverse, on en déduit ’assertion suivante ol 9 est un
voisinage de ¥ et & est un ouvert relativement compact de € :

VB €]0;1] Je>0 Ve>0 Vue H?(Q)

el s (i < 0/ (IX (D + E) ull oy + 11D + B, X ull oy + ol ) +° Nl (34)

avec y € C™(Q) tel que lopérateur [A + k, x| soit supporté dans un ouvert relativement compact de €.
Finalement, en répétant cette opération sur tout le long du bord, on obtient

ell s gy < €/ (1A +B) wll gy + ell i oy ) + 27 el ey (35)

ol # est un voisinage de 92 et W est ouvert relativement compact de £2. On conclut la preuve du théoreme 1.1
en appliquant le lemme 3.1.

Démonstration du lemme 3.1. Ce résultat provient d’un résultat de Robbiano [11], nous la réécrivons briévement
pour étre complet.

Nous allons commencer par montrer que si w et @ sont deux ouverts relativement compacts de €2, alors on a
I’assertion suivante :

Je,s>0 Ve>0 VYue H?(Q)

c S
||U||H1(a) = - (H(A + k)u”L2(Q) + ||UHH1(@)) +e HUHHl(Q)- (3.6)

Soient 6 > 0 et (Qj)j=1,..,N € R™, on suppose qu'il existe une J-suite de boules {B (g;, 5)}j:07“7N , reliant @ &
@ et vérifiant les inclusions suivantes (la définition et la construction d’une telle d-suite de boules est décrite
dans [11], p. 799) :

55 B(40,)

wC B(qNa(S)

B(qj+1,5)CB(qj,25) j:O,...,N—l
B(q],?)&) cN.

(3.7)
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Pour prouver (3.6), il suffit de montrer que : ¥§ =0,.., N -1 Vk€R 3¢,s>0 Ve>0 VYue H?(Q)

c S
ltlars gy < = (1A +R)ull ooy + Nullis say.59) + € Nl ey - (3.8)

Ce qui revient a démontrer 1'inégalité suivante :
c S
||u||H1(B(qj,26)) < - (”(A + k)u”L2(Q) + ||U||H1(B(qj,5))) +e ||uHH1(Q) : (3.9)

L’inégalité (3.9) s’obtient par application du théoréme 2.1 et de la remarque 2.1 (voir [2]) avec Uy ={z € R™\ 36 <
|z —qj| <36}, Ko = {z €R"\ 36 < |z —q;| < L6} et o (2) = e Mz=ail* oh 4 < A§2 de sorte que les hy-
pothéses du théoréme 2.1 soient vérifiées. On choisit y = xu ot x € C3° (B (¢;,30)), 0 < x <1, x =1
sur 6 < |g; — x| < 26, x = 0 hors de K,. En effet, en notant B (r,r’) = {z € K, \ré < |z — q;| < r'6} et
g(x) = 2e_>‘”2527 on en déduit qu’il existe des constantes ¢ > 0 et hy > 0 telles que pour tout h € |0, hy[ et
toute fonction u € H? (2), on ait

e9<2>/h/ <|u (@) + 12 |Vu (:c)|2) do < ch3eg(3/4)/h/ (A + k) u (2)]? da
B(1,2) B(3/4,3)

+ch3eg(3/4)/h/ A + k, x] u(z)]* da
B(3/4,1)

+ chBesG/H/h / 1A + &, x]u ()] e (3.10)
B(5/2,3)

La monotonie de g et la remarque 2.4 assurent que (3.10) est une inégalité d’interpolation qui entraine (3.9).
L’inégalité (3.8) et la construction d’une d-suite de boules {B (q;,0)};_, y , a partir desquelles on a (3.9),
concluent la preuve de 'inégalité (3.2) du lemme 3.1.

L’inégalité (3.1) du lemme 3.1 découle de I'assertion ci-dessous ol localement au voisinage de T', on s’est
ramené a la situation du théoreme 2.2 par un changement de coordonnées locales :

Je,s>0 Ve>0 VyeC>(K)

c
Il e sy < = (1Pl gaey + 19l sy + 102, ¥l oy ) + & 1l ey (3.11)
ol f est un voisinage de 0.
L’assertion (3.11) découle du théoréme 2.2 et de la remarque 2.3 avec p(x) = e MEnte®) ot ) assez
grand, tant que l’on reste proche du bord : soit U = {ax € K \z,, + |30|2 < 7“0} avec r, suffisamment petit

et x = x (z) € C§° (?), telle que x = 1 dans U, 0 < x < 1 dans K \U, alors par application du théoréeme 2.2 &
xy,ona:dc>0h; >0 VYO<h<h VyEC‘X’(E)

J

(o) P22 e 12 [

IV (xy (2))]? 2@/ hdy < Chg/ P (2,0,) (xy (2))]? e2?@/Mdz
R K

n
+

o [ (0@ 0P + 110y O + [h0s,y (' 0)) 20 M. (312
]Rn—l

n
+
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Donc,

| (@P 419y @) 5/ ma

= / P (2,0,) y ()| €2/ dz + ¢ / I[P (2,02) . X] y () €2¢)/ e
K K\U

+ch™2 / (ly @', 0) + [hdary (', 0) + hd,y (', 0)[*) 2 da, - (3.13)
Rn—1

avec le choix de ¢ (z) = e_)‘(x”+|x|2), avec A assez grand. Si R (r,r') = {x eK\r <z, +|zf < 7“'}, I'inégalité
(3.13) devient, avec 0 < 21 <1, < 22 < R, :

—Az —Az
e M ||yHH1(R(O,Zl)) < CHIUHHl(R(zZ,RU)) o e (||Py||L2(K) + ||y||H1(]R”*1) + Hal‘nyHLQ(]R"*l)) e!/h.
- (3.14)
Par conséquent,on a : 3¢ >0,h; >0 VO<h<h; VYyeC™® (K)
< —1/h P 0 c/h 3.15
||y||H1(R(0,z1)) > CH?JHHI(1-‘;:(z2,R0))e +el y||L2(K) + ”yHHl(R"*l) + | ﬂb’nyHLz(R"*l) e (3.15)
En optimisant en h,ona: 3¢ >0 Ja€]0,1] Vye C® (f)
«
-«
Hy”Hl(R(O,zl)) <c <||Py||L2(K) + ||y||H1(]RH) + 1102,y |L2(]R"*1)) ”yHHl(K) : (3.16)

Ceci termine la démonstration du lemme 3.1.

Démonstration du lemme 3.2. Elle découle du théoreme 2.2 et de I'inégalité de Hardy.

Nous allons appliquer le théoreme 2.2 et la remarque 2.2 avec ¢ (z) = e et \ assez grand :

Soit U =4z € K \z, <r,} et x € C® (K) nulle hors de K, telle que xy =1 dans U, 0 < x <1 dans K\U.
On pose U, = {z € U \ z,, > ¢}, alors par application du théoréme 2.2 & xy, ona:3Jc>0,h; >0 VO<h <
h vy e G (K)

J

(o) P2 e 12 [

IV (xy (2))[* e2¢@)/hdz < Chg/ P (2,0,) (xy (z))]? 2@/ da
R K

n
+

o[ (0@ 0P + 110wy O + [h0s,y (' 0)) 20 Mt (3.7
]Rn—l

n
+

Donc,

| (@ + 19y @P) /s

€

e[ IP@o)y@P @ e [ P00y @] o s
K K\U

b [ (ly @ 0 + [hdry (&7, 0) + s,y (', 0)F) 2O Mz’ | (3.18)
Rn—1

avec le choix de ¢ (z) = e* avec \ assez grand. L’inégalité (3.18) devient
el/h,

(3.19)

Ae ARo —
Nl s ey < € (IPY 2y + 18l ey ) 7+ B (193 sy + 192, aganr))
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Par conséquent, grace aux théoremes classiques de traces, on a :
Je>0,60,h1 >0 V0<e<e, YO<h<h VyeC (K)

: 1 _
19l et (ke yryy S € |:(|Py||L2(K) + ”yHHl(K(ro,Ro))) /M n Il 2 ey € E/h} :

En utilisant I'inégalité % < %ea/(%), puis en optimisant (3.20) en h, on obtient :

__€e

1
e+tc ].
”y”Hl(K(a,ro)) <c (pr||L2(K) + ”yHHl(K(TO,Ro))) <g ||y||H2(K)>

Soient s > 0 et p > 1, estimation (3.21) se réécrit :

R
e+c

= 1
— < (s etc s
19l ieerary < € (572 (IPYLagaey + 19llars (i) ) - (5% W02 i) )

< e (/" (IPYl a0y + Wllzs (rcronmony) + " I8l )

car H00) = exp (£ (4 )1 (1)) < enp (£LHE)

Finalement, Vs >0 Vu>1 dc>0 Y0<e<e,

1l ey < € (7 (IPYlLogaey + 19001 ey )+ 19022 ) -

631

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Il reste & estimer ||y|| H1(K(0,6)) Uniformément en e. Pour cela, nous allons appliquer I'inégalité de Hardy (9],

Th. 11.2, p. 63).

On rappelle que l'inégalité de Hardy assure que pour 0 < v < 1/2, il existe ¢ > 0 tel que pour tout

¥ € C§° (]0;7,[) on ait
Y ()

- <l (@)l garzqorp -

} L2(]0,r0[)
On en déduit : Vv €]0;1/2] Fe>0 Va>0

||y||L2(K(0,s)) < ce” ||IUHH1/2(K(0,TO))
v 1/2 1/2
< ce” |yl it oo 19l ot 0.0

2v
19
<c <? 91l e () + “y|L2(K(O’“’))> '

Et de méme pour Vy, par conséquent : Vv €]0;1/2[ Je>0 Va>0
2v

£
91l k1 (ke (0,0)) < € (7 9l g2 (re) + @ Hy'Hl(K(O,To))) :

On prendra « assez petit de sorte qu’en combinant (3.23) et (3.26), on ait lassertion suivante :
Yre]0;1/2] Yu>1 Je>0 V0<e<e,

91l £ (7 (0,0)) < € (ec/e“ (HPyHL?(K) + HyHHl(K(TO,RU))> +e% ||y||Hz(K)> .

Par un changement de variable, ona: VG €]0;1] Jec>0 V0O<e<el

9lars oy < € (€7 (1PY gqaey + Wlazs (xccronmy ) + €7 M8llarz o))

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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Cette derniére inégalité reste évidemment vérifiée pour € > e. La dépendance de [|y|| ;1 (x(,, r,)) en fonction
de [/l g1 (¢ (ry .rp)) POUVant s’obtenir & partir du lemme 3.1, ceci termine la démonstration du lemme 3.2.
Pour étre complet, nous allons ici détailler I’équivalence entre les inégalités (1.3) et (1.5) (voir [12]) :

Y - _ ¢ A+R)llull g2 (o) )}_ 1
en effet (1.5) implique (1.3) en choisissant & = 755 {hl (dH(A+k)UI|L2<Q)+|IUHLz(p>+||5nu|\L2(r> , avec G- <
(40 ul 200

I(A+E)ull 2 ) Hllull L2y HOnull L2 1y

. Réciproquement (1.3) entraine

1/B
1 ||U||H2(Q)
ull g2 ) < A1+ k) exXp | ¢ (m (||(A + k) ull g2 + lull g2y + Hf?nulle(p)) ,

: . lull 2 ) \ /2 lull 2 ) \ /2 L .
il suffit de traiter les cas (7) <1l/eet (7) > 1/e séparément pour obtenir (1.5).

Tl o Tl o

4. PREUVE DU THEOREME 1.3

Une application possible du théoreme 1.1 concerne le résultat de controle approché décrit par le théoreme
1.3 sur un probléme elliptique modele, en utilisant ’approche de [12] et [6] :

Soit 2 un ouvert borné, connexe de R™ et localement d’un seul coté de sa frontiere 92 réguliere C*°. On se
donne w un sous-ensemble ouvert non vide de 2. On notera 1), la fonction caractéristique de w.

On introduit 'opérateur

C:feL*w) — Ppq € H?(0Q) (4.1)
ou @ est la solution de
—Ad+® = f1, dansQ,
Op® =0 sur 0N .
I est bien connu que si f € L?(w), alors ® € H?(Q) et ®|pq € H3/?(9Q) par le théoreme de trace. Donc,

'opérateur C est linéaire, continue et compact de L? (w) dans H~'/2 (9Q). Par définition, F := Im C est I’espace
des traces contrdlables. On munit F' de la norme suivante (voir [1], pp. 1135 et 1169) :

(4.2)

@l = inf {1 £z \ CF = @} (4.3)
Nous allons avoir besoin de C* Iopérateur adjoint de C. Soit g € H'/? (09), on se donne u la solution de

{—Au—i—u:O dans

Opu =g sur 0f) . (4.4)

On sait (voir [1], pp. 1223 et 1287) que si g € H'/2(9Q), alors u € H?(Q) et qu'il existe une constante ¢ > 0
telle que pour tout u solution de (4.4), on ait :

||“||H2(Q) < CHQHHl/z(aQ) et HQHHﬂ/z(aQ) < cHuHHl(Q)' (4.5)

A partir du théoréme 1.1 (1.6) appliqué & la solution (4.4), on obtient I'estimation suivante avec (4.5) : il existe
une constante ¢ > 0 telle que pour toute solution de (4.4), on ait :

2 2 2
N9l r-1/2(90) < € (6‘20/6 lullz2(w) + % ||9HH1/2(89)> Vo > 0.
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llgll /2
— C H (8Q)
En prenant § = =7 [1n d Tulo2c0)

3d, > 0,vp3 €10;1[,Vd > d,,3ec > 0,

1

llgll ;172 . .

avec 1 < L < —H 0% on montre 1’assertion suivante :
’ d do ||UHL2(“,) ’

2 1 2
9l z-1/2(90) < ¢ Il 23 91 zr1/200) - (4.6)
In(d I H1/200)
HUHL?(W)
On introduit 'opérateur
K:ge HY?(0Q) — uly, € L*(w) (4.7)

ol u est la solution de (4.4). L'opérateur K est linéaire, continue et compact de H'/2(9) dans L? (w). On
remarquera que 'opérateur K est 'adjoint de 'opérateur C. En effet, en multipliant (4.4) par ® la solution
de (4.2) ot f € L? (w) et en appliquant la formule de Green, on obtient la relation du dualité suivante

/ f@) u(z)de = / @ () Opu (z) dz,
w o
i.e. pour tout f € L? (w), pout tout g € HY/? (9Q), on a :

/ K (9) = (C(H)g) (438)

ot {-]-) est le crochet de dualité entre H~1/2(99Q) et H'Y/?(99). On remarquera que (4.8) et le théoreme
d’Holmgren assurent que F := Im C est dense dans H~'/2 (9Q). On munira F’ := (Im C)’ de la norme suivante :

9l = 1K gll L2y - (4.9)

A partir de la relation de dualité (4.8), on a, en posant f = K (g), HKgH%Q(w) =(CoKglg) .

Soit B=A"10oCoK avec A = (7A8Q)1/2 isomorphisme canonique de H'/2 (99) sur H~/2 (0Q) (—Asq
désignant Popérateur de Laplace-Beltrami sur 992), alors pour tout g € H'/? (99),

1K gl72 ) = (BI: 9)m/2a0) = /89 AV2Bg (2) A2 g (z) da. (4.10)

L'opérateur B est positif, compact de HY?(99) dans H'/2(0Q) et autoadjoint sur HY2(9Q) (car
(Bg, ) pri/2090) = J, K (h)K (g)), on en déduit que H'/2(0Q) admet une base hilbertienne constituée de
vecteurs propres &, de B associés a des valeurs propres u, avec u, > 0, décroissante et tendant vers zéro.
Nous allons définir les ensembles S,, = {m > 0/ apy1 < fim < @} ol @, = 11" pour tout n > 0, ainsi
chaque fonction g € HY? (9Q) peut s’écrire sous la forme g = Y ns09n OU gn = Zmesn (g,fm)H1/2(8Q) Em.

2
2
(gafm)Hlm(aQ) et lglle =

2 2 2
De plus, on a ||9||H1/2(a§z) =2 n>0 HgnHH1/2(aQ) avec HgnHH1/2(8Q) = Zmesn

2
Zn>0 ||K(9n)|\L2(w) avec

2
2
1K (90)122(0) = Z Mm‘(gagm)Hlﬂ(aQ)‘ : (4.11)
meS,
Par conséquent,
2
1 In 1
1 lonlieon | o)
an K (gn)llp2@) Ot
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Par Pestimation (4.6) de type logarithmique et (4.12), on a aussi :

1

NS Hgn”?{m(am , VB €105 1]. (4.13)
in (4

2
gn I 7r-1/2(50) < C{

Posons

2
I= {9 => g \lgli =D ann HgnHzm(aQ) < +0°} ) (4.14)

n>0 n>0

1 2
H=149=> ga\llalfr =Y —————55 ll9nllf1/2(00) < +oo ¢ - (4.15)
n>0 n>0 {ln (d\/é—ﬂ

On observe que H'/? (0Q) C H C I ou les injections sont continues, compactes et d’image dense. Par dualité,

onal C H C H 'Y?(99), chaque espace étant dense dans le suivant. En posant h = Y onsohn ot by =
Y mes,, (W 1&m) A&, les espaces duaux de I et de H vérifient :
2 1 2
I'= {h = 3 b VI = 3 —— [l 1/2(00 < +oo} , (4.16)
n>0 n>0 n+l

i = {h =Skl = X [ (d%a_)]ﬁ Il -s/2(00) < +oo} - (@.17)

n>0 n>0
Soit N > 0. Soit y € HY/? (9%), il s’écrit, dans H~1/2 (99) :

yzz Z <y|€m>A§mzzzyn:Zyn+zyn- (4'18)

n>0meS, n>0 n<N n>N

La décroissance de la suite (an)n>0 implique les relations suivantes :

2

1 2
Z Yn|| < Z P lynllzr-12(00)

n<N I n<N

1 2
< . : 4.19
= N Y[ /2(89) ( )

> un - 2 <> ia (a0 2)] a2

ngNyn y e - [1n (d(an)_l/Qﬂgﬁ Ynllg-1/2(00)
S —T
(=)

(4.20)
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Par ailleurs (4.12) et (4.14) assurent que F’ C I, et d’autre part (4.13) et (4.15) impliquent que H ¢ H~'/2(99),
chaque espace étant dense dans le suivant. Par dualité, on en déduit que I’ C F et que H/2 (0Q) Cc H'.
Finalement, grace & (4.19) et (4.20), soit zq € H/2 (9Q), il existe ® € F := Im C tel que

c
o :'f{ C :¢}<7 ) , 421
I = int {F iz OF = @} £~ eally-vron (a:21)
c
© = zall gr-1/2(90) < - 5 1zdll gr1/200) - (4.22)
= (7))
On conclut en choisissant N > 0 tel que \/% ~ o(c?)/e de maniere & ce que on ait :

Cf - Zd”H*l/?(aQ) <ef ||Zd||H1/2(aQ) et Hf”]ﬂ(w) <Cefle ||Zd||H*1/2(8Q) . (4.23)

Certains résultats de cet article sont issus de ma these. J’aimerais profiter de cette occasion pour exprimer toute ma
gratitude a Claude Bardos qui a dirigé ma theése et pour ses fructueux conseils. Aussi, je remercie Luc Robbiano pour
m’avoir expliqué certaines parties de [12].
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