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REMARQUES SUR L’OBSERVABILITÉ POUR L’ÉQUATION DE LAPLACE

Kim-Dang Phung1

Résumé. Nous quantifions la propriété de continuation unique pour le laplacien dans un domaine
borné quand la condition aux bords est a priori inconnue. Nous établissons une estimation de dépen-
dance de type logarithmique suivant la terminologie de John [5]. Les outils utilisés reposent sur les
inégalités de Carleman et les techniques des travaux de Robbiano [8, 11]. Aussi, nous déterminons
en application de l’inégalité d’observabilité obtenue un coût du contrôle approché pour un problème
elliptique modèle.

Abstract. We consider the Laplace equation in a smooth bounded domain. We prove logarithmic
estimates, in the sense of John [5] of solutions on a part of the boundary or of the domain without known
boundary conditions. These results are established by employing Carleman estimates and techniques
that we borrow from the works of Robbiano [8, 11]. Also, we establish an estimate on the cost of an
approximate control for an elliptic model equation.
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1. Introduction et résultats principaux

Les relations entre observabilité et contrôlabilité sont maintenant bien connues pour une large classe
d’équations aux dérivées partielles définies dans un domaine borné. En prenant l’équation des ondes comme
système modèle, Lions [7] a introduit la méthode HUM qui consiste par dualité, à résoudre le problème de
la contrôlabilité exacte frontière en se ramenant à l’obtention d’une inégalité d’observabilité qui traduit un
résultat de continuation unique. Dans le cadre modèle d’une équation des ondes vivant dans Ω× ]0, T [, avec Ω
un domaine borné de R

n, n > 0 et T > 0, l’observabilité frontière est équivalente à l’existence d’une constante
C > 0, telle que pour toute solution u de l’équation des ondes{

∂2
t u−∆u = 0 dans Ω× ]0, T [ , u = 0 sur ∂Ω× ]0, T [

(u, ∂tu) (·, 0) = (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω) , (1.1)

on ait
‖(u0, u1)‖H1

0 (Ω)×L2(Ω) ≤ C ‖∂νu‖L2(Γ×]0,T [) , où Γ ⊂ ∂Ω.

Plus généralement, le problème d’observabilité consiste à estimer la solution d’une équation aux dérivées par-
tielles définie dans Ω, par rapport à sa restriction sur une partie Γ du bord ∂Ω ou sur un sous-domaine ω de Ω.
Pour une large classe d’équations aux dérivées partielles, de telles estimations sont fausses sans hypothèses
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géométriques et/ou sans contraintes sur les données de Cauchy. Aussi, John [5] a introduit les estimations de
dépendance de type Hölder (resp. de type logarithmique) qui s’écrivent dans le cadre modèle de l’équation des

ondes de la manière suivante : il existe une fonction f de la forme f (x) = Cxα
(

resp.f (x) = C 1

ln( d
x )β

)
où C,

d, β > 0 et α ∈ ]0, 1[ sont des constantes, telle que pour toute solution de l’équation des ondes (1.1), on ait

‖(u0, u1)‖L2(Ω)×H−1(Ω) ≤ f

( ‖∂νu‖L2(Γ×]0,T [)

‖(u0, u1)‖H1
0 (Ω)×L2(Ω)

)
‖(u0, u1)‖H1

0 (Ω)×L2(Ω) , (1.2)

ce qui peut se réécrire clairement comme suit :

‖(u0, u1)‖H1
0 (Ω)×L2(Ω) ≤ f̃

( ‖(u0, u1)‖H1
0 (Ω)×L2(Ω)

‖(u0, u1)‖L2(Ω)×H−1(Ω)

)
‖∂νu‖L2(Γ×]0,T [) ,

où f̃ (x) = (Cx)1/α (resp. f̃ (x) = 1
de

(Cx)1/β

) et
‖(u0,u1)‖

H1
0(Ω)×L2(Ω)

‖(u0,u1)‖L2(Ω)×H−1(Ω)
mesure la fréquence de l’onde. Les estima-

tions de type (1.2) peuvent non seulement être vues comme une quantification d’un résultat de continuation
unique mais sont aussi utiles dans le cadre de la contrôlabilité approchée et plus précisemment en ce qui concerne
le coût du contrôle.

En particulier, Robbiano [12] a démontré par des inégalités de Carleman locales que (1.2) était valable pour
f (x) = C 1

ln(2+ 1
x )1/2 et en a déduit par dualité un résultat sur le coût du contrôle approché pour l’équation des

ondes (voir aussi [6]).
D’autre part, Fernandez–Cara et Zuazua [3] ont établi, à partir des inégalités de Carleman globales, des

estimations à poids permettant de mesurer le coût optimal du contrôle approché pour l’équation de la chaleur.
Même si leurs estimations ne s’inscrivent pas exactement sous la forme (1.2), on peut cependant en faire un
rapprochement car elles permettent de réaliser une analyse de la contrôlabilité exacte de la projection de la
solution de l’équation de la chaleur sur un sous-espace lié à la fréquence [3] (Rem. 6.1).

Dans cet article, nous allons quantifier un résultat de continuation unique pour le laplacien dans un domaine
borné. Il est bien connu que le théorème d’Holmgren appliqué au laplacien assure que si la trace et celle de la
dérivée normale d’une solution du laplacien sont toutes les deux nulles sur la même partie ouverte arbitraire du
bord du domaine, alors cette solution est identiquement nulle dans tout le domaine. Nous proposons d’établir
un résultat de dépendance logarithmique des traces par rapport à la solution du Laplacien définie dans tout le
domaine.

Plus précisemment, nous démontrons le résultat suivant :

Théorème 1.1. Soit Ω un ouvert borné de R
n, de classe C∞, Ω étant localement d’un seul côté de sa frontière.

Soient Γ une partie ouverte non vide du bord de Ω et ω un ouvert non vide de Ω, alors on a l’assertion suivante :
∃do > 0 ∀k ∈ R ∀β ∈ ]0; 1[ ∀d > do ∃c > 0 ∀u ∈ H2 (Ω)

‖u‖H1(Ω) ≤ c
‖u‖H2(Ω)[

ln
(
d

(1+k)‖u‖H2(Ω)

‖(∆+k)u‖L2(Ω)+‖u‖L2(Γ)+‖∂nu‖L2(Γ)

)]β (1.3)

et

‖u‖H1(Ω) ≤ c
‖u‖H2(Ω)[

ln
(
d

(1+k)‖u‖H2(Ω)

‖(∆+k)u‖L2(Ω)+‖u‖L2(ω)

)]β · (1.4)
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Remarque 1.1. Ici, la constante c > 0 dépend de la géométrie (Ω, ω, Γ) et des réels (k, β, d). Par ailleurs, il
est connu que l’inégalité d’interpolation (1.3) (resp. (1.4)) est équivalente à l’inégalité (1.5) (resp. (1.6)) suivante
(voir [12]) :

∀k ∈ R ∀β ∈ ]0; 1[ ∃c > 0 ∀ε > 0 ∀u ∈ H2 (Ω)

‖u‖H1(Ω) ≤ ec/ε
(
‖(∆ + k)u‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Γ) + ‖∂nu‖L2(Γ)

)
+ εβ ‖u‖H2(Ω) (1.5)

et
‖u‖H1(Ω) ≤ ec/ε

(
‖(∆ + k)u‖L2(Ω) + ‖u‖L2(ω)

)
+ εβ ‖u‖H2(Ω) . (1.6)

Remarque 1.2. Les estimations (1.5) et (1.6) reposent sur des inégalités de type Hardy et de Carleman. Pour
démontrer le théorème 1.1, nous allons reprendre une partie de la preuve des inégalités d’interpolation de [8] où
une estimation de dépendance de type Hölder [5] est obtenue, grâce à une condition de Dirichlet sur une partie
du bord, plus précisemment :

Théorème 1.2 [8]. Soit Ω un ouvert borné de R
n, de classe C∞, Ω étant localement d’un seul côté de sa

frontière. Soit Γ une partie non vide du bord de Ω, on fixe T > 0 et α ∈ ]0;T/2[, alors on a l’assertion
suivante :

∃ν ∈ ]0; 1[ ∃c > 0 ∀u ∈ H2 (]0, T [× Ω) , u (t, x)|x∈∂Ω = 0

‖u‖H1(]α,T−α[×Ω) ≤ c
(∥∥(∂2

t + ∆
)
u
∥∥
L2(]0,T [×Ω)

+ ‖∂nu‖L2(]0,T [×Γ)

)ν (
‖u‖H1(]0,T [×Ω)

)1−ν
.

Le théorème 1.2 est équivalent à l’assertion suivante :
∃β ∈ ]0; 1[ ∃c > 0 ∀ε > 0 ∀u ∈ H2 (]0, T [× Ω) , u (t, x)|x∈∂Ω = 0

‖u‖H1(]α,T−α[×Ω) ≤
c

ε

(∥∥(∂2
t + ∆

)
u
∥∥
L2(]0,T [×Ω)

+ ‖∂nu‖L2(]0,T [×Γ)

)
+ εβ ‖u‖H1(]0,T [×Ω) .

Dans notre cas, le théorème 1.1 est une estimation d’interpolation sans information sur le bord.
Aussi, nous allons utiliser en particulier l’inégalité (1.4) et suivre l’approche décrite dans [12] pour établir

une estimation du coût du controle approché d’une équation elliptique modèle où le but est d’agir sur une partie
interne du domaine pour contrôler la trace de la solution :

Théorème 1.3. Soit Ω un ouvert borné connexe de R
n, de classe C∞, Ω étant localement d’un seul côté de sa

frontière ∂Ω. Soit ω un ouvert non vide de Ω. Pour tout β ∈ ]0; 1[, il existe une constante c > 0 telle que pour
tout ε > 0, pour tout zd ∈ H1/2 (∂Ω), il existe un contrôle f ∈ L2 (ω) tel que

‖Φ− zd‖H−1/2(∂Ω) ≤ εβ ‖zd‖H1/2(∂Ω) et ‖f‖L2(ω) ≤ c ec/ε ‖zd‖H−1/2(∂Ω) ,

où Φ est la solution du problème elliptique suivant{ −∆Φ + Φ = f|ω dans Ω,
∂nΦ = 0 sur ∂Ω.

Remarque 1.3. L’inégalité (1.3) du théorème 1.1 permet également d’en déduire des résultats sur le coût du
contrôle approché frontière et s’applique aussi pour des problèmes de contrôle approché de système elliptique
vectoriel comme les équations de Maxwell réduites à fréquence fixée dans un domaine borné muni sur sa frontière
extérieure d’une condition aux limites absorbante de type Silver–Müller [10].

Dans la section 2, nous rappellons les différents résultats sur les inégalités de Carleman que nous allons
utiliser. La section 3 est consacrée à la preuve du théorème 1.1. Le théorème 1.3 est démontré dans la section 4.
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2. Rappels sur les inégalités de Carleman

Les inégalités de Carleman que nous allons reprendre, proviennent des travaux de Robbiano [8,11]. Elles sont
obtenues à partir du calcul symbolique des opérateurs h-pseudodifférentiels et de l’inégalité de Garding [2, 8].

Nous commençons par rappeler l’inégalité de Carleman sur l’opérateur (∆ + k) sous l’hypothèse d’hypoellip-
ticité de Hörmander [4] (Th. 8.3.1) (et [8], p. 353 (36)) :

Théorème 2.1. Soit Uo un ouvert de R
n et Ko un compact contenu dans Uo. Considérons k ∈ R, h > 0 et

ϕ ∈ C∞ (Rn). Soit Pϕ l’opérateur Pϕ = −h2eϕ/h ◦ (∆ + k) ◦ e−ϕ/h, i.e. Pϕy = −h2∆y+ 2h∇ϕ · ∇y− |∇ϕ|2 y+
h∆ϕy − h2ky.

Notons pϕ le symbole principal de l’opérateur Pϕ , défini par

pϕ (x, ξ) =
∑

j=1,..,n

(
ξj + i∂xjϕ (x)

)2
.

Si ∇ϕ ne s’annule pas sur Uo et s’il existe une constante c1 > 0 telle que sur l’ensemble des éléments (x, ξ) ∈
Uo × R

n tels que pϕ (x, ξ) = 0, on ait
{Re pϕ, Im pϕ} (x, ξ) ≥ c1,

alors il existe c > 0 et h1 > 0 tels que pour tout h ∈ ]0, h1[ et toute fonction y ∈ H2
0 (Ko), on a∫

Ko

|y (x)|2 e2ϕ(x)/hdx+ h2

∫
Ko

|∇y (x)|2 e2ϕ(x)/hdx ≤ ch3

∫
Ko

|(∆ + k) y (x)|2 e2ϕ(x)/hdx.

Localement près du bord, on se ramène par un changement de coordonnées au demi-espace. Nous avons l’inégalité
de Carleman suivante :

Théorème 2.2 ([8], p. 351). Soit Rn+ = {x = (x′, xn) ∈ R
n \ xn ≥ 0} et K =

{
x ∈ Rn+ \ |x| ≤ Ro

}
. On note

C∞0
(
K
)

la restriction à K des fonctions C∞0
(
B (0, Ro)

)
.

Soit P l’opérateur différentiel du second ordre à coefficient C∞ au voisinage de K, défini par P (x, ∂x) =
−∂2

xn
+R

(
x, 1

i ∂x′
)
. Notons r (x, ξ′) le symbole principal de R et supposons que r (x, ξ′) ∈ R et qu’il existe une

constante c > 0 telle que pour tout (x, ξ′) ∈ K × R
n−1, on ait r (x, ξ′) ≥ c |ξ′|2.

Considérons h > 0 et ϕ = ϕ (x) ∈ C∞ une fonction réelle définie au voisinage de K. Soit Pϕ l’opérateur
Pϕ = h2eϕ/h ◦ P ◦ e−ϕ/h .

Notons pϕ le symbole principal de l’opérateur Pϕ, défini par

pϕ (x, ξ) = (ξn + i∂xnϕ)2 + r (x, ξ′ + i∂x′ϕ) .

Si ∂ϕ
∂xn

ne s’annule pas sur K et s’il existe une constante c1 > 0 telle que sur l’ensemble des éléments (x, ξ) ∈
K × R

n tels que pϕ (x, ξ) = 0, on ait
{Re pϕ, Im pϕ} (x, ξ) ≥ c1,

alors il existe c > 0 et h1 > 0 tels que pour tout h ∈ ]0, h1[ et toute fonction y ∈ C∞0
(
K
)
, on a

∫
R

n
+

|y (x)|2 e2ϕ(x)/hdx+ h2

∫
R

n
+

|∇y (x)|2 e2ϕ(x)/hdx ≤ ch3

∫
K

|P (x, ∂x) y (x)|2 e2ϕ(x)/hdx

+ c

∫
Rn−1

(
|y (x′, 0)|2 + |h∂x′y (x′, 0)|2 + |h∂xny (x′, 0)|2

)
e2ϕ(x′,0)/hdx′.

Le point clé pour pouvoir appliquer les théorèmes 2.1 et 2.2 consiste à construire une fonction ϕ de sorte que
l’hypothèse d’hypoellipticité de Hörmander soit vérifiée. Pour plus de clarté, nous rappellons ici que le crochet
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de Poisson entre Re pϕ et Im pϕ est donné par la formule suivante : {Re pϕ, Im pϕ} = ∇ξ Re pϕ∇x Im pϕ −
∇x Re pϕ∇ξ Im pϕ. Les remarques qui suivent établissent les choix possibles de la fonction ϕ :

Remarque 2.1. Construction de la fonction ϕ définie à l’intérieur [2] :
Si pϕ (x, ξ) =

∑
j=1,..,n

(
ξj + i∂xjϕ

)2, alors pϕ = Re pϕ + i Im pϕ où

Re pϕ (x, ξ) =
∑

j=1,..,n

(
ξ2j −

(
∂xjϕ (x)

)2) et Im pϕ (x, ξ) = 2
∑

j=1,..,n

(
ξj∂xjϕ (x)

)
. (2.1)

Il en résulte, avec quelques lignes de calcul que :

{Re pϕ, Im pϕ} (x, ξ) = 4
∑

j=1,..,n

∇∂xjϕ (x) · [ξjξ − ∂xjϕ (x)∇ϕ (x)
]
, (2.2)

et
(Re pϕ (x, ξ) = 0 et Im pϕ (x, ξ) = 0) ⇔

(
|ξ|2 = |∇ϕ (x)|2 et ξ · ∇ϕ (x) = 0

)
. (2.3)

Finalement, soient λ > 0 et q ∈ R
n, si on cherche ϕ sous la forme ϕ (x) = e−λ|x−q|

2
, alors sur l’ensemble des

(x, ξ) tels que pϕ (x, ξ) = 0, on a {Re pϕ, Im pϕ} (x, ξ) = 64λ3 |x− q|2 e−3λ|q−x|2
[
λ |x− q|2 − 1

]
. Donc le crochet

de Poisson entre Re pϕ et Im pϕ est strictement positif pour λ assez grand.

Remarque 2.2. Construction de la fonction ϕ définie localement près du bord :
Soit pϕ (x, ξ) = (ξn + i∂xnϕ)2 + r (x, ξ′ + i∂x′ϕ) avec r = r (x, ξ′) ∈ C∞ (K × R

n−1
)
. Si on cherche ϕ sous la

forme ϕ (x) = ϕ (xn), alors pϕ = Re pϕ + i Im pϕ où

Re pϕ (x, ξ) = ξ2n − (ϕ′ (xn))2 + r (x, ξ′) et Im pϕ (x, ξ) = 2ξnϕ′ (xn) . (2.4)

Il en résulte que

pϕ (x, ξ) = 0 ⇔
(
ξn = 0 et r (x, ξ′) = (ϕ′ (xn))

2
)
. (2.5)

Quelques lignes de calcul permettent d’obtenir l’égalité :

{Re pϕ, Im pϕ} (x, ξ) = 4ϕ′′ (xn)
(
ξ2n + (ϕ′ (xn))

2
)
− 2ϕ′ (xn)

∂r

∂xn
(x, ξ′) , (2.6)

Or il existe une constante c > 0 telle que c |ξ′|2 ≤ r (x, ξ′), par ellipticité de l’opérateur R. Donc les éléments
(x, ξ) ∈ K × R

n tels que pϕ (x, ξ) = 0 doivent vérifier les deux conditions suivantes : ξn = 0 et ∃c > 0, |ξ′| ≤ c.
Ceci implique que ∂xnr (x, ξ′) reste borné sur {(x, ξ) ∈ K × R

n \pϕ (x, ξ) = 0}.
Finalement, sur {(x, ξ) ∈ K × R

n \pϕ (x, ξ) = 0}, {Re pϕ, Im pϕ} = 2ϕ′ (2ϕ′ϕ′′ − ∂xnr). Soit λ > 0, on traite
les deux cas suivants :

Si ϕ (xn) = eλxn , alors {Re pϕ, Im pϕ} (x, ξ) = 2λeλxn
(
2λ3e2λxn − ∂xnr (x, ξ′)

)
sur l’ensemble des éléments

(x, ξ) ∈ K × R
n tels que pϕ (x, ξ) = 0. Donc ce crochet est strictement positif pour λ assez grand.

Si ϕ (xn) = e−λxn , alors {Re pϕ, Im pϕ} (x, ξ) = 2λe−λxn
(
2λ3e−2λxn + ∂xnr (x, ξ′)

)
sur l’ensemble des élé-

ments (x, ξ) ∈ K ×R
n tels que pϕ (x, ξ) = 0. Donc ce crochet est strictement positif pour λ assez grand et λxn

borné i.e. tant que l’on reste proche du bord.

Remarque 2.3. Dans un cadre plus général pour le choix de la fonction ϕ, nous allons reprendre le travail de
Lebeau et Robbiano ([8], pp. 347-355) :

Soit pϕ (x, ξ) = (ξn + i∂xnϕ)2 + r (x, ξ′ + i∂x′ϕ) avec r = r (x, ξ′) ∈ C∞ (K × R
n−1
)

une forme quadratique
réelle en ξ′. Soient λ > 0 et ψ = ψ (x) ∈ C∞ une fonction réelle, ne dépendant pas de λ, définie au voisinage
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de K. Si on cherche ϕ sous la forme ϕ (x) = eλψ(x), alors pϕ (x, ξ) = (λϕ (x))2 pψ (x, η)|η= ξ
λϕ(x)

. On vérifie, par
un simple calcul, que

{Re pϕ, Im pϕ} (x, ξ) = (λϕ)3 {Re pψ, Im pψ}
(
x,

ξ

λϕ

)
+ λ (λϕ)3

(
2∇xψ · [Im pψ∇η Re pψ − Re pψ∇η Im pψ]

(
x,

ξ

λϕ

))
+ λ (λϕ)3

(
−∇xψ · [(η · ∇η Im pψ)∇η Re pψ − (η · ∇η Re pψ)∇η Im pψ]

(
x,

ξ

λϕ

))
·

(2.7)

Par ailleurs, en utilisant les relations suivantes :

Re pψ (x, η) = η2
n + r (x, η′)− (∂xnψ)2 − r (x, ∂x′ψ) et Im pψ (x, η) = 2ηn∂xnψ + 2r̃ (x, η′, ∂x′ψ) , (2.8)

où r̃ = r̃ (x, η′, ζ′) est la forme bilinéaire symétrique en η′, ζ′ associée à la forme quadratique réelle r = r (x, η′),
on en déduit les égalités suivantes :

2∇xψ · [Im pψ∇η Re pψ − Re pψ∇η Im pψ] (x, η)
= 8 [ηn∂xnψ + r̃ (x, η′, ∂x′ψ)]

[
ηn∂xnψ +

(
1
2∇η′r (x, η′)

) · ∇x′ψ
]

−4
[
η2
n + r (x, η′)− (∂xnψ)2 − r (x, ∂x′ψ)

] [
(∂xnψ)2 + (∇η′ r̃ (x, η′, ∂x′ψ)) · ∇x′ψ

]
= 8 [ηn∂xnψ + r̃ (x, η′, ∂x′ψ)]2

−4
[
η2
n + r (x, η′)− (∂xnψ)2 − r (x, ∂x′ψ)

] [
(∂xnψ)2 + r (x, ∂x′ψ)

] (2.9)



−∇xψ · [(η · ∇η Im pψ)∇η Re pψ − (η · ∇η Re pψ)∇η Im pψ] (x, η)
= −4 [ηn∂xnψ + η′ · (∇η′ r̃ (x, η′, ∂x′ψ))]

[
ηn∂xnψ + 2

(
1
2∇η′r (x, η′)

) · ∇x′ψ
]

+4
[
η2
n + η′ · ( 1

2∇η′r (x, η′)
)] [

(∂xnψ)2 + (∇η′ r̃ (x, η′, ∂x′ψ)) · ∇x′ψ
]

= −4 [ηn∂xnψ + r̃ (x, η′, ∂x′ψ)]2

+4
[
η2
n + r (x, η′)

] [
(∂xnψ)2 + r (x, ∂x′ψ)

]
.

(2.10)

Ce qui se réécrit :

2∇xψ · [Im pψ∇η Re pψ − Re pψ∇η Im pψ] (x, η)−∇xψ · [(η · ∇η Im pψ)∇η Re pψ − (η · ∇η Re pψ)∇η Im pψ] (x, η)

= 4
(

[ηn∂xnψ + r̃ (x, η′, ∂x′ψ)]2 +
[
(∂xnψ)2 + r (x, ∂x′ψ)

]2)
. (2.11)

Par conséquent, à partir de (2.7) et de (2.11), on a la relation suivante (qui est écrite et démontrée dans [8],
p. 352, dans un cadre plus intrinsèque) :

{Re pϕ, Im pϕ} (x, ξ) = (λϕ)3 {Re pψ, Im pψ}
(
x,

ξ

λϕ

)
+ 4λ (λϕ)3

(
[ηn∂xnψ + r̃ (x, η′, ∂x′ψ)]2 +

[
(∂xnψ)2 + r (x, ∂x′ψ)

]2)(
x,

ξ

λϕ

)
· (2.12)
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Or il existe une constante c > 0 telle que pour tout (x, η′) ∈ K × R
n−1, on ait c |η′|2 ≤ r (x, η′), par ellipticité

de l’opérateur R. D’autre part, Re pϕ (x, ξ) = (λϕ (x))2 Re pψ (x, η)|η= ξ
λϕ(x)

. Donc, à partir de (2.8),

(λϕ (x))2
(
η2
n + c |η′|2 − (∂xnψ)2 − r (x, ∂x′ψ)

)
|η= ξ

λϕ(x)

≤ Re pϕ (x, ξ) . (2.13)

On en déduit que {Re pψ, Im pψ}
(
x, ξ

λϕ

)
reste borné sur {(x, ξ) ∈ K × R

n \pϕ (x, ξ) = 0}.
Finalement, si ψ (x) = −xn − |x|2, alors le crochet {Re pϕ, Im pϕ} (x, ξ) donné par (2.12), sur l’ensemble des

éléments (x, ξ) ∈ K×R
n tels que pϕ (x, ξ) = 0, est strictement positif pour λ assez grand et λ

(
xn + |x|2

)
borné

i.e. tant que l’on reste proche du bord ([8], p. 355 (45)).
Nous allons clore cette section en ajoutant une dernière remarque qui nous servira à plusieurs reprises par la

suite.

Remarque 2.4. Soit P un opérateur différentiel du second ordre dans un ouvert M et χ ∈ C∞0 (M), χ = 1
sur un sous-domaine Π de M . Alors, P (χy) = χPy + [P, χ] y avec [P, χ] un opérateur d’ordre un, supporté sur
M \Π. Aussi, on obtient l’inégalité suivante : ∃c > 0 ∀y ∈ H1 (M)

‖[P, χ] y‖L2(M) ≤ c ‖y‖H1(M\Π) . (2.14)

3. Preuve du théorème 1.1

La preuve du théorème 1.1 repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 3.1. Soit Ω un ouvert borné de R
n, de classe C∞, Ω étant localement d’un seul côté de sa frontière.

Soient Γ une partie non vide du bord de Ω et ω un ouvert non vide de Ω. Si ω̃ est un ouvert relativement compact
de Ω, alors on a l’assertion suivante :
∀k ∈ R ∃c, s > 0 ∀ε > 0 ∀u ∈ H2 (Ω)

‖u‖H1(ω̃) ≤
c

ε

(
‖(∆ + k)u‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Γ) + ‖∂nu‖L2(Γ)

)
+ εs ‖u‖H1(Ω) (3.1)

et
‖u‖H1(ω̃) ≤

c

ε

(
‖(∆ + k)u‖L2(Ω) + ‖u‖H1(ω)

)
+ εs ‖u‖H1(Ω) . (3.2)

Lemme 3.2. Soit R
n
+ = {(x′, xn) ∈ R

n \ xn ≥ 0} et K =
{
x ∈ R

n
+ \ |x| ≤ Ro

}
.

Soit P l’opérateur différentiel du second ordre à coefficient C∞ au voisinage de K, défini par P = −∂2
xn

+
R
(
x, 1

i ∂x′
)
. Notons r (x, ξ′) le symbole principal de R et supposons que r (x, ξ′) ∈ R et qu’il existe une constante

c > 0 telle que pour tout (x, ξ′) ∈ K × R
n−1, on ait r (x, ξ′) ≥ c |ξ′|2.

On pose K (r, r′) = {x ∈ K \ r < xn < r′} et on se donne ro, r1, r2 trois réels tels que 0 ≤ r1 < r2 < Ro et
0 < ro < Ro. Alors on a l’assertion suivante :

∀β ∈ ]0; 1[ ∃c > 0 ∀ε > 0 ∀y ∈ C∞0
(
K
)

‖y‖H1(K(0,ro)) ≤ ec/ε
(
‖Py‖L2(K) + ‖y‖H1(K(r1,r2))

)
+ εβ ‖y‖H2(K) . (3.3)

Remarque 3.1. L’estimation (3.2) du lemme 3.1 est une conséquense du théorème 2.1. Elle nous permettra de
propager l’information tant que l’on reste éloigné du bord. L’estimation (3.1) du lemme 3.1 est une conséquense
du théorème 2.2. Elle traduit le fait que l’information sur une partie du bord de Ω se repercute sur un ouvert
relativement compact de Ω. Le lemme 3.1 provient des travaux de Robbiano [11]. L’inégalité (3.3) du lemme 3.2
est une estimation au voisinage du bord du domaine sans condition particulière sur les traces. Elle nous permettra
de récupérer l’information d’un ouvert relativement compact de Ω vers un voisinage du bord de Ω.
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Démonstration du théorème 1.1. Le théorème 1.1 s’obtient à partir du lemme 3.2, après avoir construit un
recouvrement de l’ouvert Ω et une partition de l’unité adéquate :

Soit xo un point de ∂Ω. Soient ϑ, ϑ̃ deux voisinages de xo tels que ϑ̃ ⊂ ϑ ⊂ R
n. On pourra supposer que le

domaine Ω∩ϑ s’écrit localement sous la forme {(x′, xn) ∈ ϑ \ xn > σ (x′)} avec σ ∈ C∞. Nous construisons une
surface régulière S, qui coincide dans ϑ̃ ⊂ ϑ à ϑ̃ ∩ ∂Ω et qui est, dans ϑ

∖
ϑ̃ , déformée par rapport à la surface(

ϑ
∖
ϑ̃
)
∩ ∂Ω vers l’intérieur du domaine Ω. On pourra donc écrire S sous la forme {(x′, xn) ∈ ϑ \ xn = s (x′)}

où s ∈ C∞, s = σ dans ϑ̃∩ ∂Ω et s > σ dans
(
ϑ
∖
ϑ̃
)
. Par un difféomorphisme local, on transforme l’opérateur

∆ + k en un opérateur P qui vérifie les hypothèses du lemme 3.2 et par le difféomorphisme inverse le demi-
espace K =

{
x ∈ Rn+ \ |x| ≤ Ro

}
se transforme en l’ouvert de Ω ∩ ϑ séparé par la surface S. Autrement dit,

il existe Φ un C∞ difféomorphisme tel que Φ−1 ∈ C∞, Φ (xo) = 0, Φ ({(x′, xn) ∈ ϑ \ xn > s (x′)} ∩ ϑ) = K,
Φ (S ∩ ϑ) = {(x′, xn) ∈ K \xn = 0}. Par le difféomorphisme Φ−1, la région K (0, r0) = {x ∈ K \ 0 < xn < ro}
se transforme en un voisinage du bord de Ω et la régionK (r1, r2) = {x ∈ K \ r1 < xn < r2} se transforme en un
ouvert relativement compact dans Ω. De plus, il existe r3 > 0 tel que la région Φ−1 ({x ∈ K \ r3 < |x| < Ro})
soit un ouvert relativement compact dans Ω. Par conséquent, les fonctions y ∈ C∞0

(
K
)

telles que y = 1 dans
V = {x ∈ K \ |x| ≤ r3}, 0 ≤ y ≤ 1 dans K \V se transforment par le difféomorphisme Φ−1 en des fonctions
χ ∈ C∞ définies dans {(x′, xn) ∈ ϑ \ xn > s (x′)} ∩ ϑ telles que l’opérateur [∆ + k, χ] soit supporté dans un
ouvert relativement compact dans Ω.

Par application du lemme 3.2 et du difféomorphisme inverse, on en déduit l’assertion suivante où ϑ̂ est un
voisinage de ϑ̃ et ω̂ est un ouvert relativement compact de Ω :
∀β ∈ ]0; 1[ ∃c > 0 ∀ε > 0 ∀u ∈ H2 (Ω)

‖u‖H1(Ω∩ϑ̂) ≤ ec/ε
(
‖χ (∆ + k)u‖L2(Ω) + ‖[∆ + k, χ]u‖L2(Ω) + ‖u‖H1(ω̂)

)
+ εβ ‖u‖H2(Ω) , (3.4)

avec χ ∈ C∞ (Ω) tel que l’opérateur [∆ + k, χ] soit supporté dans un ouvert relativement compact de Ω.
Finalement, en répétant cette opération sur tout le long du bord, on obtient

‖u‖H1(Ω∩θ) ≤ ec/ε
(
‖(∆ + k)u‖L2(Ω) + ‖u‖H1(ω̃)

)
+ εβ ‖u‖H2(Ω) , (3.5)

où θ est un voisinage de ∂Ω et ω̃ est ouvert relativement compact de Ω. On conclut la preuve du théorème 1.1
en appliquant le lemme 3.1.

Démonstration du lemme 3.1. Ce résultat provient d’un résultat de Robbiano [11], nous la réécrivons brièvement
pour être complet.

Nous allons commencer par montrer que si ω̃ et ω̂ sont deux ouverts relativement compacts de Ω, alors on a
l’assertion suivante :
∃c, s > 0 ∀ε > 0 ∀u ∈ H2 (Ω)

‖u‖H1(ω̃) ≤
c

ε

(
‖(∆ + k)u‖L2(Ω) + ‖u‖H1(ω̂)

)
+ εs ‖u‖H1(Ω) . (3.6)

Soient δ > 0 et (qj)j=1,..,N ∈ R
n, on suppose qu’il existe une δ-suite de boules {B (qj , δ)}j=0,..,N , reliant ω̂ à

ω̃ et vérifiant les inclusions suivantes (la définition et la construction d’une telle δ-suite de boules est décrite
dans [11], p. 799) : 

ω̂ ⊃ B (q0, δ)
ω̃ ⊂ B (qN , δ)
B (qj+1, δ) ⊂ B (qj , 2δ) j = 0, ..., N − 1
B (qj , 3δ) ⊂ Ω .

(3.7)
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Pour prouver (3.6), il suffit de montrer que : ∀j = 0, .., N − 1 ∀k ∈ R ∃c, s > 0 ∀ε > 0 ∀u ∈ H2 (Ω)

‖u‖H1(B(qj+1,δ))
≤ c

ε

(
‖(∆ + k)u‖L2(Ω) + ‖u‖H1(B(qj ,δ))

)
+ εs ‖u‖H1(Ω) . (3.8)

Ce qui revient à démontrer l’inégalité suivante :

‖u‖H1(B(qj ,2δ))
≤ c

ε

(
‖(∆ + k)u‖L2(Ω) + ‖u‖H1(B(qj ,δ))

)
+ εs ‖u‖H1(Ω) . (3.9)

L’inégalité (3.9) s’obtient par application du théorème 2.1 et de la remarque 2.1 (voir [2]) avec Uo=
{
x ∈ R

n \ 1
2δ <

|x− qj | < 3δ}, Ko =
{
x ∈ R

n \ 3
4δ ≤ |x− qj | ≤ 11

4 δ
}

et ϕ (x) = e−λ|x−qj |2 où 4 < λδ2 de sorte que les hy-
pothèses du théorème 2.1 soient vérifiées. On choisit y = χu où χ ∈ C∞0 (B (qj , 3δ)), 0 ≤ χ ≤ 1, χ = 1
sur δ ≤ |qj − x| ≤ 5

2δ, χ = 0 hors de Ko. En effet, en notant B (r, r′) = {x ∈ Ko \ rδ ≤ |x− qj | ≤ r′δ} et
g (x) = 2e−λx

2δ2 , on en déduit qu’il existe des constantes c > 0 et h1 > 0 telles que pour tout h ∈ ]0, h1[ et
toute fonction u ∈ H2 (Ω), on ait

eg(2)/h
∫
B(1,2)

(
|u (x)|2 + h2 |∇u (x)|2

)
dx ≤ ch3eg(3/4)/h

∫
B(3/4,3)

|(∆ + k)u (x)|2 dx

+ ch3eg(3/4)/h
∫
B(3/4,1)

|[∆ + k, χ]u (x)|2 dx

+ ch3eg(5/3)/h
∫
B(5/2,3)

|[∆ + k, χ]u (x)|2 dx. (3.10)

La monotonie de g et la remarque 2.4 assurent que (3.10) est une inégalité d’interpolation qui entraine (3.9).
L’inégalité (3.8) et la construction d’une δ-suite de boules {B (qj , δ)}j=0,..,N , à partir desquelles on a (3.9),
concluent la preuve de l’inégalité (3.2) du lemme 3.1.

L’inégalité (3.1) du lemme 3.1 découle de l’assertion ci-dessous où localement au voisinage de Γ, on s’est
ramené à la situation du théorème 2.2 par un changement de coordonnées locales :
∃c, s > 0 ∀ε > 0 ∀y ∈ C∞ (K)

‖y‖H1(K∩θ) ≤
c

ε

(
‖Py‖L2(K) + ‖y‖H1(Rn−1) + ‖∂xny‖L2(Rn−1)

)
+ εs ‖y‖H1(K) , (3.11)

où θ est un voisinage de 0.
L’assertion (3.11) découle du théorème 2.2 et de la remarque 2.3 avec ϕ (x) = e−λ(xn+|x|2) et λ assez

grand, tant que l’on reste proche du bord : soit U =
{
x ∈ K \xn + |x|2 ≤ ro

}
avec ro suffisamment petit

et χ = χ (x) ∈ C∞0
(
K
)
, telle que χ = 1 dans U , 0 ≤ χ ≤ 1 dans K \U , alors par application du théorème 2.2 à

χy, on a : ∃c > 0, h1 > 0 ∀0 < h < h1 ∀y ∈ C∞ (K)
∫

R
n
+

|χy (x)|2 e2ϕ(x)/hdx+ h2

∫
R

n
+

|∇ (χy (x))|2 e2ϕ(x)/hdx ≤ ch3

∫
K

|P (x, ∂x) (χy (x))|2 e2ϕ(x)/hdx

+ c

∫
Rn−1

(
|y (x′, 0)|2 + |h∂x′y (x′, 0)|2 + |h∂xny (x′, 0)|2

)
e2ϕ(x′,0)/hdx′. (3.12)



630 K.-D. PHUNG

Donc,∫
U

(
|y (x)|2 + |∇y (x)|2

)
e2ϕ(x)/hdx

≤ c

∫
K

|P (x, ∂x) y (x)|2 e2ϕ/hdx+ c

∫
K\U

|[P (x, ∂x) , χ] y (x)|2 e2ϕ(x)/hdx

+ ch−2

∫
Rn−1

(
|y (x′, 0)|2 + |h∂x′y (x′, 0)|2 + |h∂xny (x′, 0)|2

)
e2ϕ(x′,0)/hdx′, (3.13)

avec le choix de ϕ (x) = e−λ(xn+|x|2), avec λ assez grand. Si R (r, r′) =
{
x ∈ K \ r < xn + |x|2 < r′

}
, l’inégalité

(3.13) devient, avec 0 < z1 < ro < z2 < Ro :

ee−λz1/h ‖y‖H1(R(0,z1))
≤ c ‖y‖H1(R(z2,Ro)) ee−λz2/h + c

(
‖Py‖L2(K) + ‖y‖H1(Rn−1) + ‖∂xny‖L2(Rn−1)

)
e1/h.

(3.14)
Par conséquent, on a : ∃c > 0, h1 > 0 ∀0 < h < h1 ∀y ∈ C∞ (K)

‖y‖H1(R(0,z1))
≤ c ‖y‖H1(R(z2,Ro)) e−1/h + c

(
‖Py‖L2(K) + ‖y‖H1(Rn−1) + ‖∂xny‖L2(Rn−1)

)
ec/h. (3.15)

En optimisant en h, on a : ∃c > 0 ∃α ∈ ]0, 1[ ∀y ∈ C∞ (K)
‖y‖H1(R(0,z1))

≤ c
(
‖Py‖L2(K) + ‖y‖H1(Rn−1) + ‖∂xny‖L2(Rn−1)

)α
‖y‖1−αH1(K) . (3.16)

Ceci termine la démonstration du lemme 3.1.

Démonstration du lemme 3.2. Elle découle du théorème 2.2 et de l’inégalité de Hardy.
Nous allons appliquer le théorème 2.2 et la remarque 2.2 avec ϕ (x) = eλxn et λ assez grand :
Soit U = {x ∈ K \xn ≤ ro} et χ ∈ C∞ (K) nulle hors de K, telle que χ = 1 dans U , 0 ≤ χ ≤ 1 dans K \U .

On pose Uε = {x ∈ U \xn ≥ ε}, alors par application du théorème 2.2 à χy, on a : ∃c > 0, h1 > 0 ∀0 < h <
h1 ∀y ∈ C∞0

(
K
)

∫
R

n
+

|χy (x)|2 e2ϕ(x)/hdx+ h2

∫
R

n
+

|∇ (χy (x))|2 e2ϕ(x)/hdx ≤ ch3

∫
K

|P (x, ∂x) (χy (x))|2 e2ϕ(x)/hdx

+ c

∫
Rn−1

(
|y (x′, 0)|2 + |h∂x′y (x′, 0)|2 + |h∂xny (x′, 0)|2

)
e2ϕ(x′,0)/hdx′. (3.17)

Donc,∫
Uε

(
|y (x)|2 + |∇y (x)|2

)
e2ϕ(x)/hdx

≤ c

∫
K

|P (x, ∂x) y (x)|2 e2ϕ(x)/hdx+ c

∫
K\U

|[P (x, ∂x) , χ] y (x)|2 e2ϕ(x)/hdx

+ ch−2

∫
Rn−1

(
|y (x′, 0)|2 + |h∂x′y (x′, 0)|2 + |h∂xny (x′, 0)|2

)
e2ϕ(x′,0)/hdx′ , (3.18)

avec le choix de ϕ (x) = eλxn , avec λ assez grand. L’inégalité (3.18) devient

eeλε/h ‖y‖H1(K(ε,ro)) ≤ c
(
‖Py‖L2(K) + ‖y‖H1(K(ro,Ro))

)
eeλRo/h + ch−1

(
‖y‖H1(Rn−1) + ‖∂xny‖L2(Rn−1)

)
e1/h.

(3.19)
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Par conséquent, grâce aux théorèmes classiques de traces, on a :
∃c > 0, εo, h1 > 0 ∀0 < ε < εo ∀0 < h < h1 ∀y ∈ C∞0

(
K
)

‖y‖H1(K(ε,ro)) ≤ c

[(
‖Py‖L2(K) + ‖y‖H1(K(ro,Ro))

)
ec/h +

1
h
‖y‖H2(K) e−ε/h

]
. (3.20)

En utilisant l’inégalité 1
h ≤ 2

εe
ε/(2h), puis en optimisant (3.20) en h, on obtient :

‖y‖H1(K(ε,ro)) ≤ c
(
‖Py‖L2(K) + ‖y‖H1(K(ro,Ro))

) ε
ε+c

(
1
ε
‖y‖H2(K)

)1− ε
ε+c

. (3.21)

Soient s > 0 et µ > 1, l’estimation (3.21) se réécrit :

‖y‖H1(K(ε,ro)) ≤ c
(
ε−

c
ε (s+1)

(
‖Py‖L2(K) + ‖y‖H1(K(ro,Ro))

)) ε
ε+c
(
εs ‖y‖H2(K)

)1− ε
ε+c

≤ c
(
ec/ε

µ
(
‖Py‖L2(K) + ‖y‖H1(K(ro,Ro))

)
+ εs ‖y‖H2(K)

)
, (3.22)

car ε−
c
ε (s+1) = exp

(
c
ε (s+ 1) ln

(
1
ε

)) ≤ exp
(
c(s+1)

(µ−1)εµ

)
.

Finalement, ∀s > 0 ∀µ > 1 ∃c > 0 ∀0 < ε < εo

‖y‖H1(K(ε,ro)) ≤ c
(
ec/ε

µ
(
‖Py‖L2(K) + ‖y‖H1(K(ro,Ro))

)
+ εs ‖y‖H2(K)

)
. (3.23)

Il reste à estimer ‖y‖H1(K(0,ε)) uniformément en ε. Pour cela, nous allons appliquer l’inégalité de Hardy ([9],
Th. 11.2, p. 63).

On rappelle que l’inégalité de Hardy assure que pour 0 ≤ ν < 1/2, il existe c > 0 tel que pour tout
ψ ∈ C∞0 (]0; ro[) on ait ∥∥∥∥ψ (x)

xν

∥∥∥∥
L2(]0,ro[)

≤ c ‖ψ (x)‖H1/2(]0,ro[) . (3.24)

On en déduit : ∀ν ∈ ]0; 1/2[ ∃c > 0 ∀α > 0

‖y‖L2(K(0,ε)) ≤ cεν ‖y‖H1/2(K(0,ro))

≤ cεν ‖y‖1/2H1(K) ‖y‖1/2L2(K(0,ro))

≤ c

(
ε2ν

α
‖y‖H1(K) + α ‖y‖L2(K(0,ro))

)
. (3.25)

Et de même pour ∇y, par conséquent : ∀ν ∈ ]0; 1/2[ ∃c > 0 ∀α > 0

‖y‖H1(K(0,ε)) ≤ c

(
ε2ν

α
‖y‖H2(K) + α ‖y‖H1(K(0,ro))

)
. (3.26)

On prendra α assez petit de sorte qu’en combinant (3.23) et (3.26), on ait l’assertion suivante :
∀ν ∈ ]0; 1/2[ ∀µ > 1 ∃c > 0 ∀0 < ε < εo

‖y‖H1(K(0,ro)) ≤ c
(
ec/ε

µ
(
‖Py‖L2(K) + ‖y‖H1(K(ro,Ro))

)
+ ε2ν ‖y‖H2(K)

)
. (3.27)

Par un changement de variable, on a : ∀β ∈ ]0; 1[ ∃c > 0 ∀0 < ε < εµo

‖y‖H1(K(0,ro)) ≤ c
(
ec/ε

(
‖Py‖L2(K) + ‖y‖H1(K(ro,Ro))

)
+ εβ ‖y‖H2(K)

)
. (3.28)
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Cette dernière inégalité reste évidemment vérifiée pour ε ≥ εµo . La dépendance de ‖y‖H1(K(ro,Ro)) en fonction
de ‖y‖H1(K(r1,r2))

pouvant s’obtenir à partir du lemme 3.1, ceci termine la démonstration du lemme 3.2.
Pour être complet, nous allons ici détailler l’équivalence entre les inégalités (1.3) et (1.5) (voir [12]) :

en effet (1.5) implique (1.3) en choisissant ε = c
(1−β)

[
ln
(
d

(1+k)‖u‖H2(Ω)

‖(∆+k)u‖L2(Ω)+‖u‖L2(Γ)+‖∂nu‖L2(Γ)

)]−1

, avec 1
do

≤
(1+k)‖u‖H2(Ω)

‖(∆+k)u‖L2(Ω)+‖u‖L2(Γ)+‖∂nu‖L2(Γ)
. Réciproquement (1.3) entraine

‖u‖H2(Ω) ≤
1

d (1 + k)
exp

c(‖u‖H2(Ω)

‖u‖H1(Ω)

)1/β
(‖(∆ + k)u‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Γ) + ‖∂nu‖L2(Γ)

)
,

il suffit de traiter les cas
( ‖u‖H2(Ω)

‖u‖H1(Ω)

)1/β

≤ 1/ε et
( ‖u‖H2(Ω)

‖u‖H1(Ω)

)1/β

> 1/ε séparément pour obtenir (1.5).

4. Preuve du théorème 1.3

Une application possible du théorème 1.1 concerne le résultat de contrôle approché décrit par le théorème
1.3 sur un problème elliptique modèle, en utilisant l’approche de [12] et [6] :

Soit Ω un ouvert borné, connexe de R
n et localement d’un seul côté de sa frontière ∂Ω régulière C∞. On se

donne ω un sous-ensemble ouvert non vide de Ω. On notera 1|ω la fonction caractéristique de ω.
On introduit l’opérateur

C : f ∈ L2 (ω) −→ Φ|∂Ω ∈ H−1/2 (∂Ω) (4.1)

où Φ est la solution de {−∆Φ + Φ = f1|ω dans Ω ,
∂nΦ = 0 sur ∂Ω . (4.2)

Il est bien connu que si f ∈ L2 (ω), alors Φ ∈ H2 (Ω) et Φ|∂Ω ∈ H3/2 (∂Ω) par le théorème de trace. Donc,
l’opérateur C est linéaire, continue et compact de L2 (ω) dans H−1/2 (∂Ω). Par définition, F := ImC est l’espace
des traces contrôlables. On munit F de la norme suivante (voir [1], pp. 1135 et 1169) :

‖Φ‖F = inf
{
‖f‖L2(ω) \ Cf = Φ

}
· (4.3)

Nous allons avoir besoin de C∗ l’opérateur adjoint de C. Soit g ∈ H1/2 (∂Ω), on se donne u la solution de{−∆u+ u = 0 dans Ω ,
∂nu = g sur ∂Ω . (4.4)

On sait (voir [1], pp. 1223 et 1287) que si g ∈ H1/2 (∂Ω), alors u ∈ H2 (Ω) et qu’il existe une constante c > 0
telle que pour tout u solution de (4.4), on ait :

‖u‖H2(Ω) ≤ c ‖g‖H1/2(∂Ω) et ‖g‖H−1/2(∂Ω) ≤ c ‖u‖H1(Ω) . (4.5)

À partir du théorème 1.1 (1.6) appliqué à la solution (4.4), on obtient l’estimation suivante avec (4.5) : il existe
une constante c > 0 telle que pour toute solution de (4.4), on ait :

‖g‖2H−1/2(∂Ω) ≤ c
(
e2c/δ ‖u‖2L2(ω) + δ2β ‖g‖2H1/2(∂Ω)

)
∀δ > 0.
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En prenant δ = c
(1−β)

[
ln
(
d
‖g‖

H1/2(∂Ω)

‖u‖L2(ω)

)]−1

, avec 1
d <

1
do
≤ ‖g‖

H1/2(∂Ω)

‖u‖L2(ω)
, on montre l’assertion suivante :

∃do > 0, ∀β ∈ ]0; 1[ , ∀d > do, ∃c > 0,

‖g‖2
H−1/2(∂Ω) ≤ c

1[
ln
(
d
‖g‖

H1/2(∂Ω)

‖u‖L2(ω)

)]2β ‖g‖2H1/2(∂Ω) . (4.6)

On introduit l’opérateur
K : g ∈ H1/2 (∂Ω) −→ u1|ω ∈ L2 (ω) (4.7)

où u est la solution de (4.4). L’opérateur K est linéaire, continue et compact de H1/2 (∂Ω) dans L2 (ω). On
remarquera que l’opérateur K est l’adjoint de l’opérateur C. En effet, en multipliant (4.4) par Φ la solution
de (4.2) où f ∈ L2 (ω) et en appliquant la formule de Green, on obtient la relation du dualité suivante∫

ω

f (x) u (x) dx =
∫
∂Ω

Φ (x) ∂nu (x) dx,

i.e. pour tout f ∈ L2 (ω), pout tout g ∈ H1/2 (∂Ω), on a :∫
ω

fK (g) = 〈C (f) |g 〉 , (4.8)

où 〈· |· 〉 est le crochet de dualité entre H−1/2 (∂Ω) et H1/2 (∂Ω). On remarquera que (4.8) et le théorème
d’Holmgren assurent que F := ImC est dense dans H−1/2 (∂Ω). On munira F ′ := (ImC)′ de la norme suivante :

‖g‖F ′ = ‖Kg‖L2(ω) . (4.9)

À partir de la relation de dualité (4.8), on a, en posant f = K (g), ‖Kg‖2L2(ω) = 〈C ◦Kg |g 〉 .

Soit B = Λ−1 ◦ C ◦K avec Λ = (−∆∂Ω)1/2 isomorphisme canonique de H1/2 (∂Ω) sur H−1/2 (∂Ω) (−∆∂Ω

désignant l’opérateur de Laplace–Beltrami sur ∂Ω), alors pour tout g ∈ H1/2 (∂Ω),

‖Kg‖2L2(ω) = (Bg, g)H1/2(∂Ω) :=
∫
∂Ω

Λ1/2Bg (x) Λ1/2g (x) dx. (4.10)

L’opérateur B est positif, compact de H1/2(∂Ω) dans H1/2(∂Ω) et autoadjoint sur H1/2 (∂Ω) (car
(Bg, h)H1/2(∂Ω) =

∫
ωK (h)K (g)), on en déduit que H1/2 (∂Ω) admet une base hilbertienne constituée de

vecteurs propres ξn de B associés à des valeurs propres µn avec µn > 0, décroissante et tendant vers zéro.
Nous allons définir les ensembles Sn = {m > 0 / αn+1 < µm ≤ αn} où αn = eµ1+ee−en

pour tout n > 0, ainsi
chaque fonction g ∈ H1/2 (∂Ω) peut s’écrire sous la forme g =

∑
n>0 gn où gn =

∑
m∈Sn

(g, ξm)H1/2(∂Ω) ξm.

De plus, on a ‖g‖2H1/2(∂Ω) =
∑

n>0 ‖gn‖2
H1/2(∂Ω) avec ‖gn‖2

H1/2(∂Ω) =
∑

m∈Sn

∣∣∣(g, ξm)H1/2(∂Ω)

∣∣∣2, et ‖g‖2F ′ =∑
n>0 ‖K (gn)‖2L2(ω) avec

‖K (gn)‖2L2(ω) =
∑
m∈Sn

µm

∣∣∣(g, ξm)H1/2(∂Ω)

∣∣∣2 . (4.11)

Par conséquent,

1
αn

≤ ‖gn‖2
H1/2(∂Ω)

‖K (gn)‖2
L2(ω)

<
1

αn+1
· (4.12)
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Par l’estimation (4.6) de type logarithmique et (4.12), on a aussi :

‖gn‖2
H−1/2(∂Ω) ≤ c

1[
ln
(
d 1√

αn

)]2β ‖gn‖2H1/2(∂Ω) , ∀β ∈ ]0; 1[ . (4.13)

Posons

I =

{
g =

∑
n>0

gn \ ‖g‖2I =
∑
n>0

αn+1 ‖gn‖2
H1/2(∂Ω) < +∞

}
, (4.14)

H =

g =
∑
n>0

gn \ ‖g‖2H =
∑
n>0

1[
ln
(
d 1√

αn

)]2β ‖gn‖2H1/2(∂Ω) < +∞

 · (4.15)

On observe que H1/2 (∂Ω) ⊂ H ⊂ I où les injections sont continues, compactes et d’image dense. Par dualité,
on a I ′ ⊂ H ′ ⊂ H−1/2 (∂Ω), chaque espace étant dense dans le suivant. En posant h =

∑
n>0 hn où hn =∑

m∈Sn
〈h |ξm 〉Λξm, les espaces duaux de I et de H vérifient :

I ′ =

{
h =

∑
n>0

hn \ ‖h‖2I′ =
∑
n>0

1
αn+1

‖hn‖2H−1/2(∂Ω) < +∞
}
, (4.16)

H ′ =

{
h =

∑
n>0

hn \ ‖h‖2H′ =
∑
n>0

[
ln
(
d

1√
αn

)]2β
‖hn‖2

H−1/2(∂Ω) < +∞
}
· (4.17)

Soit N > 0. Soit y ∈ H1/2 (∂Ω), il s’écrit, dans H−1/2 (∂Ω) :

y =
∑
n>0

∑
m∈Sn

〈y |ξm 〉Λξm :=
∑
n>0

yn =
∑
n≤N

yn +
∑
n>N

yn . (4.18)

La décroissance de la suite (αn)n>0 implique les relations suivantes :

∥∥∥∥∥∥
∑
n≤N

yn

∥∥∥∥∥∥
2

I′

≤
∑
n≤N

1
αn+1

‖yn‖2
H−1/2(∂Ω)

≤ 1
αN+1

‖y‖2H−1/2(∂Ω) , (4.19)

∥∥∥∥∥∥
∑
n≤N

yn − y

∥∥∥∥∥∥
2

H−1/2(∂Ω)

≤
∑
n>N

[
ln
(
d (αn)

−1/2
)]2β

[
ln
(
d (αn)

−1/2
)]2β ‖yn‖2H−1/2(∂Ω)

≤ 1[
ln
(

d√
αN+1

)]2β ‖y‖2H′ . (4.20)
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Par ailleurs (4.12) et (4.14) assurent que F ′ ⊂ I, et d’autre part (4.13) et (4.15) impliquent queH ⊂ H−1/2 (∂Ω),
chaque espace étant dense dans le suivant. Par dualité, on en déduit que I ′ ⊂ F et que H1/2 (∂Ω) ⊂ H ′.
Finalement, grâce à (4.19) et (4.20), soit zd ∈ H1/2 (∂Ω), il existe Φ ∈ F := ImC tel que

‖Φ‖F = inf
{
‖f‖L2(ω) \ Cf = Φ

}
≤ c√

αN+1
‖zd‖H−1/2(∂Ω) , (4.21)

‖Φ− zd‖H−1/2(∂Ω) ≤
c[

ln
(

d√
αN+1

)]β ‖zd‖H1/2(∂Ω) . (4.22)

On conclut en choisissant N > 0 tel que d√
αN+1

≈ e(c
1/β)/ε de manière à ce que l’on ait :

‖Cf − zd‖H−1/2(∂Ω) ≤ εβ ‖zd‖H1/2(∂Ω) et ‖f‖L2(ω) ≤ C eC/ε ‖zd‖H−1/2(∂Ω) . (4.23)

Certains résultats de cet article sont issus de ma thèse. J’aimerais profiter de cette occasion pour exprimer toute ma
gratitude à Claude Bardos qui a dirigé ma thèse et pour ses fructueux conseils. Aussi, je remercie Luc Robbiano pour
m’avoir expliqué certaines parties de [12].
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